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前 言 


解析 几何 是 大 学 数学 季 的 主要 基础 课程 之 一 ， 学 好 这 门 课 对 
二 学 习 数 学 分 析 、 商 锋 代 数 、 微 分 儿 何 和 办 学 等 课程 都 有 很 大 的 
帮助 ， 帮 生 它 本 身 的 内 容 对 于 解决 一 些 实际 问题 也 是 很 有 用 的 ， 

本 书 巷 以 作者 近 儿 年 在 北京 大 学 数学 系 讲授 解析 儿 何 还 稳 的 
讲稿 为 基础 编写 成 的 。 编 写 中 主要 考虑 了 以 下 几 点， 

1. 沉 蹇 怪 书 的 主线 是 逆 壕 解析 几何 的 几 种 基本 方法 ， 举 标 
法 ， 向 量 法 ， 举 标 变 摸 法， 点 变换 法 ， 第 一 、 汪 、 三 八 主 要 讲 从 
标 法 和 向 证 法 ， 竺 且 用 这 些 方法 讨论 了 了 窄 间 中 的 平面 和 直线 ， 以 
及 常见 曲面 。 第 四 、 五 章 主 雪 齐 举 标 变换 渤 ， 大 且 用 这 方法 讨论 
了 二 区 曲线 方程 的 化 和 阐 。 第 太 、 七 章 主 要 讲 点 变 扫 维 ， 讲 了 三 种 
变换 ， 正 灾变 换 ， 优 身 变 换 和 射影 变换 ;， 齐 了 如 何 用 点 变换 法 硫 
究 图 形 的 性 质 ， 并 且 运 用 这 些 变 换 分 别 讨 论 了 二 区 曲线 的 正 灾 分 
类 、 仿 射 分 类 和 射影 分 类 ， 

2.。 本 书 主要 讲 欧 壬 几何 和 仿 射 几何 ， 同 时 射影 几何 的 丙 窒 
也 占 了 一 定 的 篇 幅 。 本 书 在 讲 射 影 斤 何 的 内 容 时 ， 紧 紧 抓 佳 几何 
背景 ( 主 训 是 扳 住 “中心 投 影 ” 和 “把 ?” )， 从 而 使 读者 易于 理解 
射影 平面 、 章 次 坐标 、 交 比 、 射 影 上 坐标 和 射影 映射 等 概念 ， 

3. 本 书 注意 堵 养 读者 对 宏和 间 涛 形 的 直观 想象 能 力 ， 这 上 尤其 
体现 在 第 三 童 中 关于 旋转 面 、 柱 而 和 锥 面 方程 的 建立 ， 以 及 专门 
用 一 节 介 绍 了 面 空间 图 形 常用 的 三 种 力 溉 ， 画 曲面 的 交 线 和 曾 曲 
启用 成 的 区 城 的 方 失 。 

4， 木 书 论证 开道 ， 同 时 多 力求 简明 ， 斤 述 上 深入 浅 出 ， 
条 理 沪 想 ， 注 意 讲 清 所 讨论 呵 题 的 来 龙 去 肽 。 

5. 亲 书 症 第 四 音 $ 2 结合 坐标 变换 引进 了 年 阵 的 概念 ， 讲 
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了 此 阵 的 运算 贞 及 可 租 虑 阵 、 正 变 矩 陈竺 内容。 这 样 从 第 四 夫 
$3 开始 ， 本 书 就 运用 了 入 漆 的 工具 ， 从 而 使 很 多 投 迹 和 证 明 谈 
得 比较 简单 。 

6. 本 书 仔细 注意 了 习题 的 选择 和 配置 。 每 -一 节 后 面 都 配 了 
习题 ， 有 些 习 是 是 为 了 问 练 掌握 正 交 内容 的 ， 有 些 习 题 是 官 有 启 
发 性 的 ， 有 的 习 双 是 对 正文 内 容 的 补充 。 加 “下 ”号 的 题 较 难 一 
此 


本 书 亲 供 综合 大 学 和 高 等 师范 院 校 的 数学 系 、 力 学 采 作为 解 
析 玫 何 数 材 ， 如 果 周 学 时 为 4+ 356 即 每 周 4 学 时 讲课 ，2 学 时 习题 
课 )， 则 一 学 规 可 讲 完全 书 ( 加 “ 站 ?号 内 容 可 略 去 )， 如 洒 周 学 
时 为 3+ 1， 则 可 略 去 加 “水 ”号 内 容 以 及 第 太 章 8$6 和 第 七 章 。 

作者 囊 心 感谢 姜 怕 驳 数 授 ， 他 仔细 审阅 了 本 书 初稿 ， 提 出 了 
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第 一 章 向 量 代 数 


解 亲 几何 最 基本 的 方法 是 坐标 法 ， 即 ， 建 立 一 个 坐标 系 ， 使 
得 点 用 有 序 实数 组 { 称 为 它 的 坐标 } 由 未， 从 而 图 形 可 以 用 方程 表 
示 ， 通 过 方程 来 研究 图 形 的 性 质 。 玲 标 法 的 优越 性 在 于 它 利 用 了 
数 可 以 进行 适 算 的 优点 。 那 来 ， 能 否 把 代数 运算 直接 引 到 几何 中 
来 ? 妈 什 么 样 的 几何 对 象 能 硫 做 运算 ? 我 们 从 力学 中 知道 ， 力 、 
壕 度 这 些 量 旋 有 大 小 ， 又 有 方向 ， 它 们 可 以 用 有 向 线 眉 来 天 示 ， 
力 ( 或 速 诬 ) 的 合成 可 以 得 过 有 向 线 昭 来 进行 。 这 类 麟 有 闪 小 、 现 
有 方向 的 量 称 为 向 量 ( 或 矢量 )， 本 党 要 研究 向 量 的 代数 运算 ， 利 
用 向 量 的 运算 来 研究 图 形 性质 的 方法 称 为 向 量 涩 ， 它 的 优点 在 于 
比较 直观 ， 蕉 旦 它 在 力学 、 恼 理学 中 也 有 重 查 揭 应 用 。 在 解析 上 由 
何 中 ， 和 常常 把 向 最 法 和 坐标 法 结合 起 来 使 用 。 


$ 1 向 量 及 其 线性 运算 


1.1 向 量 的 概念 

锐 有 大 小 、 又 有 方向 的 量 称 为 向 量 (或 矢量 )。 商 量 用 符号 a， 
bc, ,或 a ， b se 表示 ， 

一 个 向 量 a 可 以 用 一 条 有 向 线段 4 来 表示 ， 用 这 条 线段 的 
长 座 |48 | 表示 e 的 大 小 ， 用 起 点 4 到 终点 下 的 指 向 表示 a 的 方 ， 
向 (如 图 1,1)， 

规定 长 庭 和 等 并 且 方 向 相 同 的 有 向 线 


下 表 东 同 一 个 向 量 ， 例 如 ， 甘 AB 卖 示 向 
是 a， 则 AB 经 过 平行 移动 得 到 的 有 疝 线 


1.1 


_ 段 CD 仍然 才 未 向 量 a (如 
7 / 图 1.2)、 我 们 记 作 a=AD 
A 一 一 一 一 本 一 GD 


图 1.2 我 们 今后 把 向 量 的 大 小 
也 称 为 向 量 的 长 度 、 向 量 «的 长 度 记 作 |a|。 
长 认为 移 的 向 是 称 为 替 向 量 , 记 作 0。 堆 向 县 的 方向 不 确定 。 
长 讼 为 1 的 向 昌 称 为 单位 向 量 。 与 a 间 向 的 单位 向量 记 作 @*， 
与 a 长 度 相等 大 且 方向 相反 的 向 量 称 为 < 的 反 向 量 , 记 作 一 a， 
例如 4 是 AB 的 反 向 量 , 因此 BA4 = - A8， 


1.2 向 量 的 加 法 
我 们 知道 ， 搂 连作 两 区 位移 /4 oa 


和 BC 的 效果 起 作 了 位 移 40 (如 图 ,一 一 、, 
1.3)， 有 由 这 个 实际 背景 我 们 作出 

定义 1.1 对 于 商 量 s,5， 作 有 轩 1.3 
向 线段 48 表示 a， 作 琵 表示 5 ， 把 4C 卖 示 的 向 量 称 为 a 
与 8 的 和 ， 记 作 c= a+ 如 图 1 .4)。 


， C 6 
1 & < . 
5 
上 - 站 B! 


图 1,.4 
泽 1 着 另 取 一 个 起 点 41， 作 采访 天 示 a， 作 局 0 表示 6， 
则 容易 说 明 A1C4 与 AC 表示 同一 个 向 量 (如 图 1.4)。 因 此 向 量 的 
加 法 与 起 点 的 选择 元 关 。 _ 
泽 2 也 可 以 从 同一 起 点 0 作 O04 吉 示 a， 作 6 天 未 5， 再 
作 乎 行 阿 边 形 OACB， 则 容易 说 明 O02 也 夫 示 光量 e( 如 图 1.5). 


2 


向 量 的 加 法 适 台 下 迹 规 律 ， 
(1) 结合 律 ， (e+B8)+c=at(a+e)， 基 中心,ac 是 任意 
门 脐 } : 
(2) 挛 换 律 ，a +55=6+a， 闪 中 4,6 基 任 意向 量 ， 
《3) 对 任意 向 量 a， 有 a+0=a; 
(4) 对 任意 向 量 a， 有 a+ (~ =0, 
(1) 的 证 明 作 04 当 东 a, 作 钴 表示 b, 作 有 到 复 东 e 


(和 如 图 1.6), 则 O08 表示 a+ 已 他 
6 表示 Car)+e 又 AC 表 
tc, 06 表示 a+ 《8 +c)， 

因此 有 | 


(at+rB)tec=attb+ecy, 


鞭 余 规律 类 媚 可 证 得 . 

本 节 中 用 符号 “4 一 有 ” 避 示 用 旦 来 规定 4， 读 作 “4 定 区 
成 B”，。 

疝 量 的 减法 的 定义 为 : 

定义 1 ,2 站 一 下 一 和 《一 站。 

车 qa,8 分 别 用 同一 起 点 的 尖 向 线 通 04, 08 类 示 ， 则 


a b-0OA -08 = OA 4+C- 6By= OA + 80= 


容易 看 出 ， 对 于 任意 向 量 <， 


, 都 有 
NN la+ Bl<lal+16), 
丰 B 


qb 这 个 不 千 式 称 为 三 角形 不 等 式 ， 它 是 
图 1.7 用 向 量 的 形式 表示 : 三 角形 的 一 边 不 


大 于 另 两 边 的 和 。 
1.3 向 重 的 数量 乘法 


定义 1.5 实数 4 与 向 量 a 的 乘积 4e 是 一 个 向 量 ， 它 的 长 
度 为 
laa):=|41la), 
它 的 方向 当 > 0 时 与 相同 ， 当 4<0 财 与 a 相反。 
对 于 任意 向 量 &， 由 于 |0e| =0lal =0， 所 以 0ae=0。 同 理 ， 
对 一 切实 数 4 帮 有 40 = 0。 
谈 as 天 0， 因 为 Jej-ia 与 a 同 向 ， 苦 且 
1lel-:e| = leilal=1, 
斯 以 ar = 1elie。 把 一 个 非 老 向 量 a 滋 以 它 的 长 底 的 倒数 ， 钳 
得 到 一 个 与 它 同 向 的 妾 位 向量 a?， 这 称 为 把 a 单位 化 . 
向 量 的 数量 乘法 适合 下 述 规律 ， 对 于 任意 向 量 48,5 和 任意 
实数 4, 上 有 
(C1) le=a, CC—-1)a= -a 
《22 ACpa) = (CA) as 
《3》 ta= het pos (1.D 
C4) Aa+ b)=Aa+ dB, (C1.2) 
美 于 C1} 和 C2) 可 以 用 定义 1.3 直 接 验 证 ， 
人 ?的 证 明 ” 落 a=0 或 害 4,4 中 有 一 个 为 老 时 , 则 等 式 (1.1) 
显然 成 次 。 下 面 设 1,54 都 不 等于 需 ， 并 且 4 压 0。 
情形 1。 若 4,4 同 导 ， 则 Hha 与 ja 方向 相 岂 ,因此 有 
laa tia|= Ida + pel = Ailal + nl lat 


= + let) lal, 
ICGrmal= larpllel=C4 + 2Dlal, 


多 有 

因 市 
[ag +ua| = | + ual, 

并 且 当 ,4 同 号 时 ， 量 然 Aa+ pe 与 (4+TR)a 同和 高 ， 所 以 


CA pe = Ag tH. 


情形 2。 车 4,4 异 号 ， 由 于 4 和 的 地 位 是 对 称 的 , 较 此 不 
姑 设 40,8<0。 丈 分 太平 三 种 情形 ， 
2.1) 著 4+z=0， 则 移 式 人 (1.1 的 志 边 为 0a =0， 右 过 为 
Aa +t (~ Aa=AantC—- ia) =Ag 革 世 一 4 = 0, 
因此 位 ,1) 式 成 立 。 
2.2) 车 4+80， 因 为 4+A>0 -AD>0， 于 是 由 情形 1 知 


[OATHTC- HI CAt ar- pa, 


hg= At tC po), 


CAtHa= het nia, 
2.3) 车 4+A<0， 因 为 4+ 上 与 -4 同 号 ， 于 大 由 情形 1 知 
[CAT+AD HT 一 0]w=《 ++- ha, 


类 位于 2.2) 可 得 (1.1) 式 ， 
(4) 的 证 明 车 4=0 或 者 = 已 中 省 一 个 为 0， 则 (1. 2 式 显 
然 成 立 。 下 面谈 4 二 0,as050。 
车 = 和 6 平 得 ， 则 存在 实数 & 使 得 有 = pa， 于 是 
Ata + b= ACiatua) = ALCKL + HYG 
=[ACd tH la= C+ ha 
=Aiar Aa= ha rt Ano) 
=Aa+ Ab, 


痊 a 和 名 不 平行 ， 关 来 当 4 


,A 0 时 ， 作 0A,AB 分别 表示 a， 
ob AB 6, 于 是 08 表 示 a+6; 作 0C， 

, 了 CD 分 别 表示 Xda,45( 如 图 1.8)。 
. a A ia™C 则 ACABo>A 和 CQCD, 从 而 口 必 在 
国 1.8 直线 08 上 ， 于 是 6 户 表 示 Ae 


+ 又 上 D 表示 hq+48， 记 以 有 


ACa+ 8) = Aa+ AB., 
当 4<0 时 可 以 作 类 似 讨 论 。 


1.4 划 线 ( 共 面 ) 的 向 量 组 


将 量 前 加 优 和 数量 乘法 统称 为 向 量 的 线性 运算 。 

说 a :a 是 一 组 向 量 ， ki ,Ka, 是 一 给 实数， 划 
a + Kgst+ +ndn 是 一 个 向 量 ， 称 它 是 向 最 组 ,03 
的 一 个 线性 组 合 ， 称 万 ,… ,Ks 是 这 个 组 合 的 对 数 。 

定义 1.4 ”高 量 组 营 用 同一 起 点 的 有 向 线 算 表示 后 ， 它 们 在 
一 条 站 线 ( 一 个 平面 ?于 ， 则 称 这 全 向 量 组 是 蒜 线 的 ( 非 面 的 )。 

车 a 与 5 共 线 ， 则 记 作 a fj， 

显然 0 与 任意 向 量 共 线 ， 共 线 的 向 量 组 一 定 半 面 ， 两 个 向 量 
一 定 共 面 ) 区 qa=48( 职 者 5=pa)， 则 a 与共 线 。 

命题 1.1 若 a 与 乒 闪 线 ， 并 且 s 于 0， 则 存在 唯一 的 实数 4 
使 得 五 = 4a。 

证 明 存在 性 。 若 a 与 后 向 ， 则 如 = go， 从 而 有 

8= | 二 | 五 0= #8 la = Ib Ilal Tia = 061 Ia|- yo, 
取 4=18|lal-!， 即 得 5=Xha。 营 a 与 8 反 向 ， 可 以 类 仆 讨 论 ， 

蛤 一 福 。 假 如 5=Xa= ja， 则 (4 一 jya=0， 因 为 a 夺 0， 所 
应 4- 芋 =0， 即 4= 必 。 
命题 1.2 a 与 5 共 线 的 充分 必要 条 件 是 存在 不 人 至 为 移 的 实 
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数 4,#， 使 得 
Aa+ rb=0. 1,3) 

证 明 此 要 性 , 设 qa 与 台 共 线 ， 才 a=5=0,， 则 有 le+15 
=0. 

磋 摆 与 忆 不 全 为 0, 不 妨 设 a 三 0, 则 存在 实数 处 使 得 5=ha， 
从 而 有 

Aat+t-1)6=0. 

充分 性 。 和 背 有 不 全 为 震 的 实数 4, 使 得 民 .3) 式 成 立 ， 不 妨 
谈 4 二 0， 则 山 (1.3) 式 得 e= -元 5， 因此 a 与 6 次 线 。 

推论 1.1 = 与 五 不 基线 的 区 分 必要 条 件 是 ， 从 人 .3) 式 成 站 
再 以 锥 出 4= 上 =0。 

命题 1.3 .车 e=4a+H， 则 人 5,c 共 面 ， 

证 明 汰 a #8， 则 a,8,e 直线 ， 从 而 它们 共 面 , 若 a 闪 5， 
则 当 4>0，4 这 0 膨 ， 帆 图 1 ,9 知 ，a,b,e 共 面 。 对 4, 的 其 他 取 
值 情 况 ， 可 以 类 羽 讨 论 。 


5 EPE: 
.图 1.9 斤 1.10 

命题 1.4 省 qa,5,c 共 面 ， 并 且 = 与 瑟 不 共 线 ， 则 存在 唯一 

的 一 对 实数 4, 上 请 使 得 
c= Ag+ nb, 
证 明 存在 性 。 从 同一 起 点 0 作 
OA=&g, OB= 也， OC = ec。 

过 C 作 CD #0B8， 且 与 隆 线 04 交 于 D。 因 为 0D 与 s 共 线 ， 所 
应 有 实数 4 使 得 9 亡 - 1a、 同 理 有 DC = 45， 因 此 有 


和 
ec=O00=0D+ DO= a+ nb, 


淮 一 性 。 恨 如 e= Aa+tpB=AG+t 6， 则 部 
(HADa+ CH- nb =0, 
因为 与 不 共 线 ， 根 据 推论 1.1 即 得 
4 一 各 =0， 玫 一 和 一 0 
于 是 4= 和 如， 站 = 上。 
命题 1.5 a,86,e 共 耐 的 充分 必要 条 件 是 有 不 人 于 为 需 的 实数 
ja ,js ,Ke 使 得 
Ka t+ kb + koe = 0, {1.4) 
证 明 必要 性 。 设 &,b,e 兴 面 ， 车 a 闵 5， 则 有 实数 4, 使 
得 c= dat 45， 时 
Aatub+t—1)e=0, 
著 ay#E， 则 右 不 至 为 过 的 实数 4 使 得 4a+PBE=0， 从 证 有 
gt+ib+0ec=0, 
充分 性 。 不 妨 设 记 夺 90， 则 由 (1.4) 式 得 


因此 a,5,e 共 面 . 

扒 论 1.2 a,8,e 不 共 面 的 充分 必要 条 你 是 ， 从 (1.4? 式 成立 
可 以 握 出 C= Xs=Xs= 0。 

由 子 上 述 这 些 命题 ， 使 得 向 量 的 线性 运算 可 以 用 来 解决 有 关 
点 芍 共 线 或 共 面 问题 ， 兰 线 的 共 点 问题 以 及 线段 的 定 比 分 割 问 
题 ， 并 且 这 些 命 题 是 建立 应 量 的 坐标 的 依据 ， 

例 1.1 试 证 ， 点 M 在 线段 AB 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 
非 负 实数 人, 使 得 

OM = 10A + nOB, 且 4+A=1， 

其 中 口 是 任 意 到 定 的 一 点 。  、 

证 明 必要 人 性 。 设 M 在 线段 AB 上 ， 则 4M 与 4 同 向 ,并 


且 0<14 放 [1 |， 所 以 
AM = kAB, 0ckl, 
任 取 一 点 O ， 由 上 式 得 OM -O04=k(0B- O04)， 即 
OM= 0 -OArKiOD, 
取 寺 =1 一 六 =KK， 则 让 + 上 =1， 寺 且 % 守 0，# 守 0。 
充分 性 。 洲 对 某 一 点 9 有 非 负 实数 ,上 使 得 
GM -1G 和 +nO， H Arp=1, 
则  、 
A = OM OA= 0A41O0B) C+)0N 
= (Ob. 04) = pAB, 
于 是 AM 与 AB 共 线 ， 所 以 M 在 丁 线 48 上。 由 于 0 过 ps1， 所 
以 由 在 线段 4 上 。 
例 1,2 试 证 ， 三 点 有 ,B83,C 共 线 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 不 
全 为 雳 的 实数 ,az， 使 得 
OA+HOB +vOC =0, 划 生 和 4 上 ty= 0， 
其 中 O 是 任意 取 定 的 一 点 ， 
证 明 必要 手 。 车 4,B,C 共 线 ， 则 AB 与 AC 共 线 ,于 是 存 
在 不 至 为 过 的 实数 到 ,i 使 得 
KAB+! AC =0., 
任 取 一 点 O， 由 了 上 趟 得 
KCOB- OA) TOC- 04) = 0， 
有 即 CoArioP+od = 0, 
取 4= 一 (K+ 站， = ，w=1， 则 得 
A0A+ JOB +vOC -0, Hitity= 0, 
充分 性 。 若 对 基 一 点 Q ， 有 不 至 为 需 的 实 狐 ,4,y 使 得 ， 


A0A 4 1OB +vOC -0， 且 A4rptv=0, 
则 4= -Cn+v}，、 于 是 
-Ct OAtpdB+vOc=0, 
时 nOB -O04)+v(00 -04)=0, 
也 就 是 AAD +vAC =0， 易 说 明 号 不 全 为 需 , 从 而 得 AB fj AC ， 
所 以 4, 有 ,G 壮 线 。 
习 题 1.1 

1， 已 知 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 为 4C 和 8BD， 襄 驼 
= a， 有 D -5， 求 AB，BC,， 06D 和 D2， 

2、 已 知 玫 行 四 边 形 4BCDD 的 这 BC 和 六 的 中 点 分 别 为 天 
和 L 工 , 设 刀 -= 站- 求 蓄 和 四 

3。 证 明 ， 放 是 线段 AB 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 
一 点 0 有 ON = 二 (OA+ 0B). 

4， 谋 好 是 平行 四 边 形 A4BCD 的 对 角 线 的 交点 ， 证 明 ， 对 
任意 一 点 0， 有 OM= 了 (OA+ OB+0C+0D), 


5。， 设 AD,DE,CF 是 八 4BC 的 三 条 中 线 用 AB, 4 各 表 
示 AD ,BE,CE， 并 且 求 AD + BE CE 
6。 设 4,58,C,D 是 一 个 四 面体 的 顶点 ,M,N 分 别 是 边 4B， 
CD 的 中 点 ， 证 骨 MN = 地 (AD+ 姨 ), 
7。 证 明 。 对 任意 向 量 ,8 都 有 
latrbli<lal+|6|, 
这 个 不 等 式 称 为 皇 角 形 不 等 式 ， 等 号 成 立 的 充分 必要 条 伞 是 什 
么 ? 
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8 证 明 ， 洗 a,B,c 共 面 ， 则 其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 塘 表 示 
成 其 余 商 个 向 量 的 线性 组 合 。 是 否 基 中 每 一 个 向 量 都 可 以 表示 成 
其 余 两 个 癌 景 的 线性 组 合 ? 

9。 证 明 ， 点 好 在 直线 48 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 有 实数 4， 
上 使 得 

OM = 40A + pOB, 寿 卫 4+p=1， 
其 中 是 任意 取 定 的 一 点 . 

10， 证 明 : 四 点 4,8,C,D 共 面 的 充分 必要 牺 件 是 ， 存 在 不 

全 为 需 的 实数 ,4,5,5 使 得 
OArnGB +vOC + wu0D =0, 且 和 二 + 十 引 二 0， 
共 中 侣 是 任意 取 定 和 的 一 点 。 | 
11. 谈 4,5,C 是 不 在 一 直线 上 的 三 点 ， 则 点 对 在 4,B,C 决 
定 的 平面 上 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 实数 ,8,v 使 得 
OM= A0A+n0B+vOC, HA+H+V=1s 
中 任意 取 定 的 一 点 ， 
， 证 明 ， 点 型 在 AAA4BC 夫 ( 包 括 三 条 边 ) 的 学分 必要 条 件 
， 厅 特 洋人 实数 使得 
AM = AAB 4 nAC, BH A+HAI, 

13. 证 明 : 点 旭 在 人 4BC 内 {包括 三 边 ) 的 充分 必要 条 件 是 ; 

存在 非 负 实数 六 ,4,v 使 得 
OM = 0A 4 nO0B +vOG, 县 和 十 下 +3= 1 
黄 中 口 是 作 意 取 定 的 一 点 。 

14。. 用 和 南 基 法 还 明 ， 焉 行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . 

15. 用 向 量 法 证 明 ， 三 角形 4BC 的 三 条 中 线 相 迹 于 一 点 对 ， 
并 且 对 任意 一 点 有 


OM= (OA+rOB+ O00), 
16， 用 向 其 法 证 明 ， 四 面体 ABCD 的 对 楼 中 点 连 线 迹 于 一 
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点 好 ， 着 且 对 于 任 讲 一 点 9 有 
-1AroB+ T+ob). 


17. 在 人 ABC 中 ，B,F 分 别 是 AC,AB 上 的 点 ， 关 日 CE= 
C4, AF = 于 4B， 设 BE 与 CF 交 于 G， 证 明 


GB= 才 BEB，GP= CF. 


*18.。 用 向 量 东 证 明美 维 定理 ， 若 三 :角形 ABC 的 三 边 4B， 
BC,C4 依次 被 分 割 成 
AF:FB=A:p, BD:DC=y:4, CB..EA=h:y, 
其 中 %,&,2 均 汶 正 实数 ， 则 三 角形 4BC 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 
线 迹 于 一 点 邓 ， 并 且 对 于 尾 意 一 点 口 有 


GM = = rh04 + AOB + yOCY 


*]9。 用 向 量 灶 证明， 三 角形 AB8C 的 三 三 条 角 和 平分 线 交 于 一 
点 让 。 苦 且 对 于 任意 一 点 口 有 


OA + LOB+4 ceOC 


ON= atbie 


其 中 ape 分别 是 及,B,C 所 对 的 边 的 边 其。 
*20。 设 44,As,…,An 是 正 # 边 形 的 顶点 ，0 是 它 的 对 称 
中 心 。 证 明 Ohi + OAs + + OA = 0， 

*21， 设 一 个 区 域 G， 和 如 果 连 结 它 的 任意 两 点 的 线段 上 的 每 
一 点 都 是 G 的 点 ， 则 称 G 是 凸 的 。 证 明 ， 由 同一 点 田 发 的 向 量 
X= dt nm 
的 点 组 记 的 区 纪 曙 的 ， 类 中 如 ,ho 者 二 间 负 实 数 ， 关 有 

Kit+: + km= 1, 
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8$2 仿 射 坐标 系 和 直角 坐标 系 


疝 量 法 的 优点 在 于 比较 直观 ， 但 是 向 量 的 运算 不 如 数 的 运算 
向 洗 ， 为 了 取长补短 ， 我 们 给 向 县 引进 它 的 举 标 ， 同 时 给 点 也 强 
进 它 的 坐标 ， 把 向 基 潜 与 坐标 法 结合 起 来 使 用 。 


2.1 向 量 和 点 的 优 射 坐标 、 站 角 举 标 


定理 1.1 窄 则 中 任意 给 定 三 个 不 苑 面 的 向 量 61 ,82,e3, 则 性 
意 一 个 向 量 m 可 以 唯一 表示 成 el ,ea,esa 的 线性 组 合 。 
”证 明 可 表 性 .， 取 一 点 O， 作 
OA, ,07, OAs, OM 分 别 表 示 1， 
62,63:m。 过 大 作 一 过 线 与 04; 平 
行 ， 且 与 04, 和 04。 决定 的 平面 
变 于 放 。 过 习作 一 站 线 与 942 平 
行 ， 并 且 与 04, 变 于 已。 因为 
OP ye， PN es， NM f eas 
雇 以 分 别 在 在 实数 x,y,s 使 得 
OP = xe,, PN = ye,, NM = ea， 


图 TI.11 


从 而 。 
m= OM OP+PN+ NM = xelt yes+ zes, 
唯一 性 。 车 

OM = Xe + Yes t+ Ses = KIEl + YEs + Hisy 
则 得 

(xX— XDert (ty Yest (sz210083=0, 
因为 81,es,es 不 共 面 ， 所 以 . 

Xi 一 2 = 0 


即 TX Y= ls 
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定义 1.5 ” 窑 间 中 任 意 三 个 有 次序 的 不 共 面 的 向 最 s1, eses 

称 为 宏 间 中 的 一 组 基 ， 尘 于 空间 中 任 一 向 量 m， 若 
mo Xelt yes tt Ses, 

则 把 有 序 三 元 实数 组 Cx ,Jy,s) 称 为 mm 在 基 ei1 ,eo,e; 中 的 坐标 ， 
， ”向 量 有 了 汐 标 后 ， 我 们 再 对 实 间 中 的 点 也 引进 坐标 。 由 于 罕 
间 中 取 害 一 个 点 0 以后， 任意 一 个 点 要 与 向 量 OM 互相 唯一 决 
定 ， 因 此 我 们 把 向 量 Oj 称 为 点 闪 的 定位 向 量 ( 或 矢 径 )。 

定义 1.6” 宕 间 中 一 个 点 0 和 一 组 基 ees,es 合 在 一 起 称 为 
空间 的 一 个 仿 射 标 架 或 仿 射 坐标 条， 记 作 [O30 ,es,esJ]， 其 中介 
称 为 原点 。 对 于 居间 中 任意 一 点 六 ， 把 它 的 定位 向 量 OM 生 基 
eyezy es 中 的 坐标 称 为 点 好 在 仿 射 标 架 [Ofelyeayes] 中 的 坐标 、 

由 定 区 1 .6 知 ， 点 地 在 [O 53611821 ea] 和 的 坚 标 为 4 ,Jy,?} 的 殉 
分 必要 条 件 是 ; 

OM = xel + ye + es, 

以 后 我 们 把 向 量 m 在 某 el ,es,es 中 的 坐标 也 称 为 m 在 优 射 
标 架 [Oiekies,ea] 中 的 坐标 。 

罕 间 中 到 定 了 一 个 仿 射 标 架 后 ， 甩 定 垩 1.1 知 ， 窄 闻 中 从 体 
向 基 的 集合 与 公 体 有 序 三 元 实数 组 的 集合 之 间 就 建立 了 一 一 对 
应 通过 定位 向 量 ， 空 间 中 全 体 点 的 集合 与 会 体 有 序 三 元 实数 组 
的 集合 之 间 也 建立 了 一 一 对 应 。 

设 [9 :si ,ea es] 为 空间 的 -个 仿 射 标 架 ， 过 原点 D， 昌 分 别 
以 61,63,03 为 方向 的 有 和 商 次 线 分 别称 汶 * 轴 ，$ 籼 ，z 轴 ， 统 称 
为 坐标 轴 。 币 每 两 根 上 坐标 轴 决定 的 从 画 称 为 坐标 平 画 ， 它 们 分 别 
为 x09, yOz, z0x 在 面 ， 些 标 在 面 把 空间 分 成 碎 个 部 分 ， 称 为 
及 个 墙 限 〈 如 加 1.12)7， 在 每 个 封 限 内 ， 点 的 坐标 的 符号 是 不 变 
的 。 

将 有 手 的 拇指 和 例 指 分 别 指 着 x 轴 和 3 乡 辅 的 方向 ， 如 果 中 指 
氛 指 的 为 向 与 z 轴 方向 在 xOy 在 面 同 侧 ， 则 狼 此 坐标 系 为 省 津 
系 ， 否 则 称 为 左手 条 (如 图 1.13)。 
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到手 系 
图 1.12 图 1.13 


定义 1.7 如果 el,es,es 商 两 惟 官 ， 并且 它 们 都 是 间 位 向量 ， 
则 [Orel,ezyes] 称 为 一 个 直角 标 架 或 直角 坐标 采 。 

若 ei ,es ,6s 两 两 垂直 ， 则 它们 一 定 不 奈 面 ， 因 此 直角 标 加 是 
特殊 的 仿 射 慰 架 。 

点 或 向 量 ? 在 直角 坐标 系 中 的 人 绎 标 称 为 它 的 直角 坐标 ， 在 仿 
射 华 标 系 中 的 化 标 称 为 它 的 伪 射 坐标 。 

类 似 地 可 过 诊 平 面 上 的 慷 射 从 标 系 和 直角 维 标 系 。 


2.2 用 坐标 作 向 是 的 线性 运算 
取 定 仿 射 标 架 [COiei ,es ,esj， 设 8 的 众 标 是 Ca, 52,04)， 五 的 
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沧 标 是 ( 包 ,5b ,bs)， 则 
gat+B= (Cae + dst Aes) T+ (hley + bes + bes) 
= (a+ bert tas + bs) es + Cas + ba) es, 


所 以 a+B 的 坐标 是 (a1+ 刀 ,42+ besa48+b3)。 这 说 明 ， 向量 和 的 
学 标 锋 于 对 应 举 标 的 和 。 

对 于 性 意 实 数 4， 有 

Aa=A(ael + des + dea) = (ha) e+ Chao) es + CAds) es, 
疡 应 ha 的 坐标 是 C441,442,h4)、 这 说 明 ，& 彝 以 实数 和 则 它 
的 坐标 就 都 秉 .上 同一 个 实数 4。 

出 上 进 得 ，a 5 的 坚 标 是 {a1 一 bi ,aa 一 pz,as 一 bo)。 

定理 1.2 向 量 的 坐标 等 于 共 终 吉 峙 标 碱 去 其 起 点 坐标 。 

证 明 对 主 启 量 AB, 设 和 4， 班 的 毕 标 分 别 足 RC) 
《za 加 za， 它们 也 分 刚 是 04， 0 的 此 标 。 因 为 AB = OB-0A, 
所 以 AB 的 坐标 荐 (xs 一 ,下 一 态 :ze 一 21), 

虚 放 的 伐 标 是 它 的 定位 启 服 OM 的 坐标 ， 向 量 药 些 标 等 于 其 
终点 坐标 成 去 其 起 点 侍 标 ， 这 两 血 话 表明 了 点 的 坐标 与 向 是 的 坐 
标 之 间 的 关系 。 


2.5 三 点 (或 两 向 量 ? 共 线 的 条 件 


定理 1.3 ”在 三 个 点 4,B,C 所 在 的 平面 上 取 一 个 优 射 标 架 
[Orel,es]， 设 4,B,C 的 坐标 分 别 是 
CXi ss 《Xe yy ye) Cx, Ya) 
若 三 虚 4,8,C 共 线 的 充分 必要 条 件 是 


By Va Ys 
1 1 1] 


证 明 ”必要 性 。 设 三 点 4,B,C 夫 线 ， 则 由 例 1,2 知 ， 存 在 不 
交 为 各 的 实数 4,4,v 使得 
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=0, 《1.57 


4G 和 TAG 三 +pGD -0， 且 + 了 ap (1.63 . 
(1, 全 中 向 量 的 等 式 用 礁 标 写 出 就 是 


人 十 LX t+ Xs 一 0， 


《1.7? 
dy + Hy + vs = 0 
用 上 = 一 人 + 如 信和 大 (C1,7) 式 得 
: Ge + u(x — Xa) = 0, (1.8) 
ACy -Vey tH pe — Hay = 0, 


因为 44,8,v 不 全 为 者 ， 于 是 据 (1,6) 知 ，、4 ,4 不 条 为 用 ， 从 而 来 
知 量 流 x ,yy 的 齐 次 线性 方程 组 
{0 


(1.9) 
CH Vox Ca — Yay = 0 . 
有 非 需 解 ， x = 14,#= AH。 因此 它 的 系数 行列 式 
a a 0. (1,10) 
Vi" Ys ye 一 yi 


于 是 有 
Xi Xs Xo Xa Xa 
Yi—Vy Vr—ya dal|l=0, 
0 0 1 
即 得 
| x: Xe Xs 
yi ya ys |=0。 
i 1 1 


完 分 福 ， 如 时 (1,5) 式 成 立 ， 则 CI,10) 臣 成 辫 ， 从 而 齐 式 线 
性 方程 组 (1 ,9) 有 非 才 解 ，x=4,y=&。 于 是 得 (1.8) 式 。 合 4= 
~ 《4+ 问 ， 则 得 (1 .7) 式 ， 所 以 (1.62? 成 立 。 据 例 1.2 知 ，A,B,C 
共 线 。 . 

定理 1.4 设 两 向 量 ,8 在 窒 铅 仿 射 标 架 LOyei ,ea,es] 中 的 
患 标 分 别 是 (alyaaya3)，( 呈 56)。 则 = 与 5 共 线 的 充分 必 性 牺 
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停 是 


ai bl as bs 


b, 
一 = 0。 1.11 
dz ,| ts bs ) 


证 明 ”必要 性 。 谈 与 五 共 续 。 假 如 ae= 0， 划 (1.11) 显然 
成 立 。 下 说 a 六 0， 于 是 有 实数 大 使 得 8=Ka， 所 以 
bi = kas, i=1,2,3, 


ds bs 


从 而 
Ci Db a Ka 
| bs =|, ka |=°. 
同 理 ，《4 ,112 中 的 其 余 两 个 行列 式 也 为 赴 。 
充分 性 。 设 民 ,11) 式 成 让。 如 果 e 中 有 一 个 为 0 ， 则 结论 
显然 成 立 ， 下 设 4 六 0,，48 六 0。 于 是 不 妨 设 三 0， 如 夺 0t 其 余 情 
况 可 类 人 秘 讨论 )、 因 为 


=a1bs — 4sb1 


az bs 


所 以 a.8s= 4sb1。 上 从 而 有 


.把 这 个 于 值 记 作 不， 则 得 六 = Ka b= Kas。 因 为 
a bi 


分 = = dbs ~ Gap， = atbs — Kas), 


aa bs 
所 以 5。=kas。 于 是 有 
(Chi, ba, bs) 三 (Kes kaa, Kay) L 
从 而 得 加 = ka, 因此 a 与 5 共 线 。 
2.4 ”线段 的 定 比 分 点 . 

对 于 线 妥 AB(CA 志 B)， 如 果 点 CO 满 是 AC = 46 方 ， 则 称 点 C 

分 线段 48 成 定 比 NY， 当 14>0 时 ，A 与 68 同 向 ， 虚 C 是 线 算 
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AB 内部 的 点 ， 称 为 内 分 点 ! 当 4<c0 竺 ，， 好 与 6B 反 向 ; 
是 线段 48B 外 部 的 点 ， 称 C 为 姓 分 点 ，4=0 时 ，C 点 与 4 点 重合 ; 


假如 4 = -1， 则 得 AC= -CB， 即 A=0, 矛盾， 所 以 4 专 --1. 
命题 1.6 设 AA » 如 的 礁 标 分 别 早 《Xi 1 1) (Xs, Ya ,29), 虽 
分 线段 4 互 成 定 比 AC4 夺 一 1) 的 分 点 C 的 举 标 是 


Xl 十 Axs gr + Ayo 21 士 43 
TTA A (1.12) 


证 明 设 C 点 的 级 竺 是 (x,y,z)。AC =4C8, 用 坐标 写 出 就 是 
xX— X= ACXs 一 区 
Y= A — HV, 


~ l= A 2), 


解 得 


推论 1.5 设 A ,8B 的 誉 标 分 别 为 (X11 1821) (XpsDa ,Ya); 
则 线段 4 已 的 虫 点 的 坐标 为 


Xi1+ Xs yt p12 


车 二 2 3 一 2 Es ™ 2 二 
例 1.5 ”用 坐标 法 证 明 ， 四 面体 对 楼 中 点 的 连 线 交 于 一 点 。 
证 明 ” 谈 四 面体 ABCD 的 模 4B， /和 A 


AC ,AD ,BC ,CD ,DB 的 中 点 分 别 是 
盏 ” ,OD’,E,PF,G, 


取 仿 射 标 架 [ A ;AB,AC ，AD]， 
则 各 点 坐标 分 别 为 ，4(0,0,0)， 
Be,0,0), CO,L0, DO,0,1), 


:ff rin 
B ,0,0), ©’ (0,2,0), 
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1 AT 1 1 1 1 1 
Dr 工 1 1 1 工 1 . 
0.02) E(B) Fo 02 
唐 B'P 与 DB 交 于 点 M(x,g,2), 设 BM=kMF,D M 
= MB， 则 好 的 至 标 为 ; 


] 1 1 1 
一 十 和 [ 。 一 一 一 一 . 1 —- 
,2 下 0 0+!» 3 +ks b+!3 
TR YR T+ 
0+ki +l.0 
2 2_23 
1+kK 1+ ! 


解 得 1=1,=1， 从 而 计 的 坐标 为 ( 1， 4,4】 
设 BF 与 C'G 交 于 M/ ， 同 理 可 求 得 M/ 坐标 为 { 二 ,本 ， 二)}， 


所 以 季 与 邮 ' 重合 ， 即 BP 了 ,DE,C'G 充 于 一 点 好 ， 
注 ”此 题 在 写 出 各 点 举 标 后 ， 也 可 以 先 求 册 BF 的 中 点 从 
标 为 (二 ,二 , 半 }，D7 的 中 点 举 标 为 (并 ,和 , 襄 )，CG 的 中 点 此 


标 为 (了 , 所 ,了 )， 这 说 明 点 MM (了, 了 ,六 是 BB'F,D'E,C"G 的 公 
涅 虚 ， 从 而 得 证 。 

在 用 坐标 法 解决 问题 时 ， 一 定 要 注意 针对 问题 的 特点 选取 合 

隔 题 ].2 
1. 在 -~ 个 仿 射 举 标 系 中 夯 出 下 列 各 点 : 
PIO,3,4) 00-—1,1,3), Me-1,—2,—3), 

2. 给 定 蕊 角 坐 标 夭 ， 斌 虚 节 的 坐标 为 (x,y,z)， 求 它 分 别 
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对 于 x07 平面 ， 工 畏 和 原点 的 对 称 点 的 坐标 。 
3. 设 焉 行 四 边 形 4BCD 的 对 和 角 线 窗 于 间 点 ， 设 
sy = DB ,CO = CA， 


取 仿 射 标 架 -4;， Ai ,A ] 求 点 M,P,Q 的 坐标 以 及 向 量 PO 

的 坐标。 _ ~ 

4， 对 于 平行 四 边 形 ABCD， 求 4,D,AD ,DB 在 仿 射 标 

滁 [C ; AC ， BD] 中 的 仆 标 。 、 
5， 设 4BCDEF 为 正太 边 形 ， 求 各 顶点 以 及 向 量 8, DF 

在 [A; AB ， AEF] 中 的 坐标 。 


8， 已 知 04 =e, 08 =e,，0C =e, 是 以 原点 0 为 顶点 的 
平行 六 面 体 的 三 条 楼 ， 求 此 平行 六 面体 过 点 口 的 对 角 线 与 平面 
ABC 的 交点 好 在 念 射 标 架 [DO jei,ez,as] 下 的 坐标 。 

”7 了 7， 设 a,6,c 的 肆 标 分 别 是 (1,6,2),(0,~3,4),(-2,3， 
-1)， 求 下 列 向 量 的 坐标 ， 

1) 2a 一 站 +es 2) -3a+2b+dc., 

8、 已 知 平 行 四 边 形 4BCD 中 顶点 4,B,C 的 奉 标 分 别 为 
《1,0,2), (0 3， 1)， 2， 一 1,3)7, 求 五 点 和 对 角 线 变 虚 好 的 法 标 。 

9. 判断 下 列 各 组 的 兰 个 币 有 最 ea,B ,e 是 否 共 面 ? 能 否 将 e 才 
东 成 a,6 的 线 狂 组 各 ? 若 能 求 示 ， 则 写 出 表示 式 。 

1) a(5,2,1), Be-1,4,2),c(—1,—1,5); 

2) a{6,4,2),8C-9,6,3),c(t—3,6,3)s 

3) a(l,2,—3),6(—2,—4,6),cc1,0,5), 

10. 设 点 0 分 线段 4A 成 5:2， 虚 4 的 众 标 为 (3,7,4)， 点 亿 
的 谷 标 为 (8,2,3)}， 求 点 8 的 坐标 ， 

11. 用 坐标 法 证 明 : 三 角形 4BC 的 三 条 中 线 灾 于 一 虑 。 
车 如,B,C 的 点 标 分 剧 为 (X121) (Xo 3020) (xs gs zs， 求 
和 AB8C 的 重心 的 坐标 。 
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12. 在 入 ABC 中 ， 设 P,G,R 分 别 是 刘 线 48,8C ,CA 上 的 
点 ， 妊 卓 
AP=4PB, 殉 =yC ,0 =2 扩 ， 
证 明了 ,0,R 共 线 的 充分 必要 条 件 是 lupr= -1 。 


8 3 向 量 的 内 积 


有 关 长 度 、 角 讼 疝 题 如 何 利 用 岛 量 来 解决 ? 从 力学 中 知道 ， 
车 力 下 使 质 点 位移， 山下 数 的 功 W 


为 ， 
W=|F,||S| = IF11Sleoso， A ' 。 


其 中 下 是 下 铅字 方向 的 分 万 ，a 是 下 与 后 

5 约 夹 角 。 在 求 功 玉 的 式 子 里 出 现 了 启 量 图 1.15 

的 长 讼 ， 两 向 量 移 夹 和 朋 ， 从 这 物理 背景 受 

到 启发 ， 为 了 解决 有 关 长 座 、 骨 度 问 题 ， 需 要 考 虚 类 似 于 功 W 沸 
样 的 煞 量 ， 它 是 再 向 量 下 和 3 确定 的 。 由 于 求 功 W 的 第 一 步 是 
求 分 力 中 ， 所 以 先 玉 考 九 类 们 于 分 力 了, 郑 样 的 向 量 。 


3.1 射影 和 分 量 
给 了 疝 景 # 和 单位 向 其 2， 显然 & 可 以 分 解 成 ， 


a= A+ dy, 
Br 共 中 fe，9s-Le。 和 大 且 这 样 的 分 解 

一 ” 法 是 叭 一 的 ， 这 是 因为 假如 还 有 

0 8 a= b+tb,, bfe, bole, 

图 1.16 则 得 (ay~ b+ Ces-8)=0, 即 
Ga 一 b= 5 ws。 六 为 容易 说 明 
《oa 一 种 1》 外 日 ，《 和 2 一 下 ?3》 | ey 
所 以 ql 一 下 一 下: 一 az = 了， 
即 a Bb,, qs = bs 
定义 1, 8 若 向 量 a= e+ qr， 其 中 oe,a2-Le,e 是 单位 向 
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量 ， 则 称 we 是 c 在 方 识 e 上 的 内 射影 ( 简 订 射影) 称 a 足 相 请 
方向 日 下 的 外 射影 

定 光 1.98 车 a 是 a 在 方向 el 单位 向 量 ) 上 的 内 射影 则 存 
在 唯一 的 实数 4 使 得 ea = Xe， 这 个 实数 4 被 称 为 a 在 方向 ee 上 
的 分 量 ， 记 作 TT, =。 

的 定向 是 a 与 8 的 夹 角 ca,b>( 浇 记 成 <8 ,a>》) 是 指 不 大 于 下 
的 那个 角 ， 节 ，0 志 <a ,b> 

命题 1,7 向 量 & 在 方向 se( 音 位 向 量 ) 上 的 分 量 为 ， 

Ti. = |alcosa ,ey, (1.13} 

证 明 肝 4 才 未 Ia， 则 al=4e， 所 以 141 = |a|， 由 枉 角 

三 角形 的 解法 知 ， 


| ai = | |sos<a ye>|。 
当 <q ,ae> 为 锐 ( 鳃 ?有 时， 与 e 同 5( 克 ) 向， 从 而 4>>004<0)。 因 此 
TI.a=4= |alcosca,e>, 
命题 1.3 设 e 为 一 个 单位 向 量 ， 则 对 性 意向 量 a,5 有 
IleCar by)=T.a+I]. zy， (1 .14) 
Tl.(da) = A o). {1.15yY 
证 明 建立 直角 标 架 
[Ohelesyeo], 由 图 1.17 知 ， 
a=OM=>OP+rPN+NM 
= Ket es + Ze 
其 中 OP = xe,PN = es 
NiM =z es。 由 三 重 线 定理 
知 ，MPLODP. 所 以 OP 是 
& 在 方向 e 上 的 内 射影 ， 从 
而 得 [Toa = XX。 这 说 明科 ,a . 图 1.17 
就 臣 4 的 第 一 个 直角 坐标 ， 
于 是 据 “ 向 量 和 的 上 坐标 等 于 对 应 坐标 的 和 ” 恒 得 到 
JIla+B)=TIa+TIT.5。 


类 似 可 得 
D.C) = MI。o)， 


3,2 向 量 的 内 积 的 定义 和 性 质 


类 亿 于 功 奢 样 的 数量 ， 我 们 引进 岛 量 的 肉 积 的 构 念 ，。 
定 尺 1.10 两 个 向 量 a 与 5 的 肉 积 ( 记 作 a- 5) 规定 为 一 个 
实数 ， a 6:=]allb|eosca, b>, ， 1.16) 
坷 与 8 中 有 一 个 为 人 则 a ， 3 一 0。 
洪 5 夺 0， 刚 出 民 ,13) 和 (1.16) 得 
a b= (T°0)16|. (1.17) 
《1.17)? 式 表明 了 向 量 的 肉 积 与 分 量 的 关系 。 
出 (1.1462 式 可 得 : . 
lal=/ar ea， (1.18) 
oos<a, b> = 从 和 BT e050, C1.19) 


《1.18) 有 [1.19) 囊 表 可 以 利用 向 量 的 内 积 来 解决 有 关 长 度 和 
角 府 的 问题 ， 
由 定义 1 .10 可 得 到 ，a_|L6 的 充分 必要 条 件 是 a，65=0. 
定理 1,5 ”对 于 任意 的 向 量 s,P,c， 任 意 实数 4， 有 
C1) a, 8=8 .ga (对 称 性 )， 
C2) Chay :B= A405) 《线性 )， 
(3) Ca+c)- b=a'8+¢e .6 (线性 )， 
《4) 车 a 六 0， 则 a a>0 (正定 性 >. 
证 明 ”出 定义 (1.1 们 立即 得 到 
a = .a, 
由 C1.17)，(1.15) 和 (1.14) 得 
Aa) + BT hod Bb| = 0) |B| = A . bY), 
Caq+tc} =I tate)|b| = (To + T°0) 1) 
一 外 + 


人 


由 定 交 1,10 立 即 得 到 ， 车 8 二 0， 则 aa = |al*>0. 
册 认 积 的 对 称 性 和 线性 :还 可 得 浏 ， 
a (CAB) = Aca . 6), 
a.{btrte)=a. btia. ec, 


例 1.4 ”证明 三 角形 的 三 条 高 线 
变 于 一 点。 

证 明 设 入 ABC 的 两 条 高 线 
BE,CF 交 于 M。 连 接 4M。 闪 为 BE 
上 4C， 所 以 BM 。 这 = 0， 却 , CAM 
- AB). =0, 即 ,AM .AC = 
A AC 

园 为 CF LAB， 所 以 GM AB =0， 从 而 得 


AM . AB = AC , AB. 


于 是 有 AM ， A = AM . AB ， 即 得 4M .8 =0. 这 夫 明 
AM_LBC。 延 长 AM 与 BC 突 于 DD， 则 4D 为 BC 边 上 的 高 。 所 
以 三 角形 ABC 的 三 条 高 线 变 于 一 点 M. 


3.5 ”用 坐 标 计 算 向 量 的 内 各 
首先 取 一 个 仿 射 坐标 系 [Oi81,e2,esj， 设 9, 的 坐标 分 别 基 
《al G2 ts) ,Cb ,ba bs) ,Md 
ob={(ael tidrest Aes) - (her+ beey + Dogs) 
一 页) 上 人 * e+ dbe* Bet dda) * es 
tasbles * el + deboes 。 eo + tobes ' Eg 
+t dabies* ert tsbses * Est tabses * Es9, (1.20) 
可 见 只 要 知道 其 向 县 al,ea,es 之 间 的 内 积 《 9 个 数 ， 实 质 上 只 有 
6 个 数 》 就 放 以 求 寺 任意 酒 个 加 最 的 二 积 。 这 九 个 数 称 为 仿 射 标 
架 LOreiyea,es] 的 度量 参数 。 
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现在 设 LO;e1,82,89j 是 直角 玲 标 条 ， 则 有 ;: 
ei" ei= |el:=1; e+ ef= 0 ii 
于 是 出 C1 ,20) 得 到 
wb=ab,+ ab,t+ dabs, ‘1 .21) 
困 此 有 
定理 1.6 在 直角 上 华 标 有 条 中 ， 两 个 向 量 的 内 积 等 于 它们 的 对 
应 坐标 的 乘积 之 和 。 
由 定理 1.6 即 得 ， 向 是 af(eai yes,as) 的 长 度 为 : 
lal = veE + GE + as (1.22) 


两 点 4Cx1,y1 241) ,B(xa, ys,z2) 之 间 的 距离 为 ; 


| AB [|= rs — + Cy + C2 — 1) 1.23) 


注 疙 .217),(1.22), 《1.23) 三 个 式 子 上 只 在 直角 奉 标 条 中 考 成 


3.4 ”方向 角 和 方向 余 缠 
.在 直角 坐标 系 由 ， 还 可 以 用 向 量 a 与 基 疝 量 的 内 积 来 让 算 a 
的 坐标 。 设 a 在 直角 标 架 [OQ;el es,es] 中 的 化 标 为 (al ,as,as)， 则 
f= A061 + Ages + dseyg 
凑 边 用 所作 内 向 ， 得 
+ ei 
同 理 可 得 
HB Ey= 0 UU- = (9, 
这 说 明 疝 量 a 与 基 向 量 ef 的 内 积 就 是 ea 的 第 7 个 雪 角 些 标 (7 = 
1,2,3), 
特别 地 ， 单 位 向 量 a* 的 交角 华 标 为 


X= el=00800 ,01> = COSKG, 1>, 


Va. 0 = 008C0 ,Bo>y 
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Za. es= cog et>。 

我 们 把 一 个 向 量 a 与 直角 标 架 中 的 基 向 量 eez,es 所 成 的 角 
9,B,y 称 为 方向 & 的 方向 角 ， 把 方向 角 的 余 续 eosa ,cosp ,cosy 称 
为 方向 a 的 方向 余 续 。 由 上 述 知 、a 的 方向 余 藏 就 等 于 单位 向 量 
a 的 直角 坐标 。 从 而 有 ， 


Cos3n + cos2p + cos2y = 1, 1.24) 
习 题 1.3 


1， 已 知 lj =3,18|=2,<a,6>= 避 ， 求 8g+25 的 内 积 。 
2. 设 048C 是 - -个 四 面体 , 104| = 1081=2，|0C1= 1 


ADB- /AOC= 训 ， LBOC= 五， P 是 AB 的 中 上 应， 本 是 
A4BC 的 重心 。 求 10P|，|OM| 和 < OP ,OM>. 
3， 证 明 下 列 各 对 向 量 互 相 仆 直 . 
(1) 直角 誉 慰 分 别 汐 (3,2,1) 和 (C2, 一 3,0) 和 的 两 个 向 量 ; 
(2) a(b .ec) -Be ec) 与 e。 
4， 讶 明 ， 态 .+ 天 .和 态 .了 肪 -0 
5. 证 明 对 任意 向 量 a,5 都 
Ia+rbls+|a—- Bl?=?jal:+2|5|:, 
当 a 与 下 不 共 线 时 ， 说 明 此 等 式 的 儿 何 意义 。 
6。 下 刚 等 式 是 否 正 确 ( 可 惯 上 把 a .a 记 成 a?)， 
《1)》 1ala = az， (2) ala - Bb) = a:b, 
(3) Ca» by = a2b?, (4) (Ca. be=alh. ce), 
7， 六 直角 坐标 系 中 ， 已 知 9,5,e 的 坐标 分 别 汐 (3,5,7)， 
C0,4,3) 和 (一 1,2, 一 4)， 谍 
u= 38+4db-e, v=26b+c, 
求 u 5,[a| ,|v| 和 <# ,o> 
8。 已 知人 ABC 的 顶点 A,8B,C 的 站 骨 学 标 分 别 为 (2,5,0)， 
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(11.3,8) 和 (5 ,11,12?。 求 各 边 和 各 中 线 的 鞭 度 。 

9， 设 A 入 ABC 舶 三 个 顶点 有 ,B,C 的 韦 角 举 标 分 别 为 
(C2,4,3),(4,1,9),(10, -1,6?。 证 明和 4BC 是 直角 三 角形 。 

10. 证 明 : 三 角形 三 条 中 线 的 长 度 的 平方 和 等 于 三 边 长 度 的 


平方 和 的 子 、 


11. 证 明 ， 三 角形 的 注 边 的 重 埋 在 分 线 交 于 一 点 。、 

12. 证 明 ， 如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 楼 瓦 相 重 将 ， 则 第 三 对 
对 转 也 几 垂 直 ， 莽 旦 三 对 对 被 的 长 度 的 平 厂 和 相等 。 

13， 误 方向 a 的 审 角 坐标 为 (1,2,- 2)?， 求 它 的 方向 角 和 方 
和 启 余 紫 。 . 

14. 下 授 推 断 是 否 正 确 ， 若 ee = 五 .ce， 且 c 寺 0 , 则 “= 二 。 

15, 证 明 ， 谈 三 个 向 量 a ,不 长 而 ， 如 果 向 量 x 满足 

x a=0, X= b=0, x c=0, 

册 x*= 人 0。 

*16. 证明， 三 向 晤 ,6,e 共 丁 的 充分 必要 系 件 是 


ga a.b ae 


$4 向 量 的 外 积 


以 力学 中 知道 ， 作 于 在 A 点 上 的 为 美 于 支点 0 的 力 年 4 的 
灰 小 为 


IMI=|F,!|GA| = FIIOAlsincF, OA>, 


0 4 力矩 帮 的 方向 为 ， 让 右手 四 指 从 OA 
~ 普 向 F( 转 角 小 于 <)， 则 拇指 指向 为 
ziL-AAr MM 的 方向 .本 节 我 们 末 研究 类 似 于 从 

图 1.19 OA4 和 严 求 为 征 有 和 这样 的 向 温 运 算 ， 


4.1 向 量 的 外 积 的 定义 


害 义 1,11 两 个 向 量 a 与 5 的 外 积 ( 记 作 ax8) 仍 是 一 个 商量 ， 

它 的 长 度 规 定 为 : 
|laxbl:=|allb |sinca, b>, (1.25) 

它 的 方向 规定 为 ， 与 a,6 均 垂 着 , 井 且 使 (a ,Ba x 上 8) 成 右手 系 ， 
即 ， 当 右手 四 指 从 « 梅 向 6《 转 角 小 于 7 时， 拇指 的 指向 就 是 
ax 的 方向 。 . 

如 果 a,5 中 有 一 个 为 0， 则 a x 一 0。 

由 定 关 立即 看 出 ，a x 5 = 0 的 充分 必要 条 件 是 4 与 了 5 共 线 。 
因此 要 特别 注意 ， 若 x5=68， 不 能 断定 a,b 中 必 有 一 个 为 0. 
这 是 与 数 的 乘法 很 不 一 样 的 地 方 。 


4.2 向 量 的 外 积 的 几何 项 义 ， 平 面 的 定向 


外 积 的 几何 意 头 ， 当 a 与 5 不 共 线 时 ,从 (C1,25) 看 出 ，[a x 58| 
路 示 以 a ,8 为 侣 边 的 平行 四 边 形 的 面积 。 汐 了 议 明 a x5 的 方向 的 
几何 意义 ， 我 们 需要 先 给 出 所 请 平面 的 定向 的 概念 。 

平面 的 定向 ， 就 是 平面 上 的 旋转 方向 。 在 平面 几何 中 ， 常 用 
“ 友 时 针 方 向 ”与 “ 须 时 针 方 向 ”来 描 壕 平面 上 的 两 个 旋转 方 
向 。 对 于 放 在 三 维 密 间 中 的 平面 ， 这 种 遂 法 不 足以 描述 平面 上 的 
旋转 方向 ， 从 这 一 和 侧 看 来 是 反 时 针 的 旋转 方向 ， 从 另 一 侧 看 就 成 
了 上 顺 时 竺 舶 。 因 此 通常 用 另 一 种 方法 来 描述 ， 

结 了 不 面 xo 上 的 一 对 不 共 线 向 量 ， 如 果 规 定 了 它们 移 党 后 
顺序 ， 则 及 第 一 个 向 量 到 第 二 个 向 量 的 转角 小 于 的 旋转 方向 哉 
称 为 琅 面 re 的 …… 个 定向 。 双 如， 误 m ,和 不 次 线 ， 如 果 规 定 先 
ao 后 5 的 顺序 ， 则 从 ao 到 本 的 转角 小 于 x 的 旋转 方向 是 平面 
zo 的 一 个 定向 ， 如 图 1.20 亡 示 。 但 是 如 果 规 定 先 ie 后 mm 的 顺 
序 ， 则 从 56 到 qo 的 转角 小 于 的 施 转 方向 是 平 面 me 的 另 一 个 
定向 ， 它 与 前 述 定 向 相反 ， 如 图 1 .21 所 示 。 
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图 1.20 


平年 的 两 个 定向， 也 可 以 用 平面 的 两 便 求 代表 ， 如 果 布 手中 
指 沙 鹤 而 .E 取 定 的 旋转 方向 杰 曲 ， 托 指 必 指向 平面 的 一 希 。 这 
梯 ， 平 面 的 两 个 定向 就 对 应 于 亩 面 的 两 仙 ， 而 平面 的 两 侧 买 可 用 
恰 站 于 该 平面 的 两 个 方向 (或 单位 调 量 ?来 齐 则 ， 因 此 和 带 常 也 用 告 
站 于 平河 的 方 册 来 雯 未 平面 的 定向 ， 谈 e 是 与 平面 双重 识 的 向 
量 ， 如 果 右 竹 四 措 从 eu 弯 向 Bo( 转 角 小 于 人 时 拇指 的 指向 为 
的 方向 ， 则 ei 表示 的 平面 fo 的 定向 就 是 由 ae 到 bo 的 旋转 方向 
《转角 小 于 7， 见 图 1.20， 谈 es 与 & 方向 相反 ， 则 es 表示 的 下 
面 ro 的 定向 就 是 由 bo 弹 mm 的 旋转 方向 ， 兄 图 1 .21。 

现在 来 看 外 积 a x 的 万 疝 的 几何 意 头 。 设 sa 是 平面 +o 上 
不 雪线 的 两 个 高 量 ， 册 于 a x 与 70 惟 兽 ， 持 且 ax 的 方向 就 
是 当 右 手 四 扣 从 4 恋 向 8 转角 小 于 #2》 时 手指 的 指向 ， 峙 此 由 上 
一 篡 知道，qa xx 二 的 方 培 藉 代表 了 平面 7。 上 的 从 a 到 5 的 施 转 方 
向 ， 这 就 是 外 积 a x 的 方向 的 几何 意义 。 

考虑 平 而 ro 上 的 
一 全 平行 四 过 形 ， 它 的 
两 条 邻 边 分 别 用 = ,8 表 
示 ， 我 们 规定 它 的 边界 
的 环行 方向 为 从 到 名 
的 旋转 方向 《转角 小 于 
z)， 这 时 称 这 个 平行 四 
过 形 是 定向 的 ， 现 在 假定 我 们 已 经 用 单位 向 景 e 寺 定 了 平 硬 史 
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图 1.22 


的 定向 ， 那 未 对 于 平面 zo 上 的 定 册 丽 行 四 边 形 ， 我 们 可 以 给 它 
的 本 各 一 个 正 负 导 :， 如 果 它 的 过 虐 的 玉 行 方向 与 事先 规定 前 知 
的 定向 一 黎 ， 其 面积 规 定 为 正 ， 如 时 不 一 致 ， 就 规定 为 负 ， 这 中 
做 定向 平行 西 退 形 的 定向 面积 ， 它 是 一 个 实数 ， 对 于 以 富生 为 
邻 边 的 上 进 定 向 平行 四 过 形 ， 其 定向 面积 用 fa ,2 表示 。 因 为 a 
x 驯 与 其 级 ， 所 以 axb=ke, 显然 If = |exE5l， 关 且 关 0 
岩 暴 这 个 定向 至 行 回 边 形 的 边界 的 环行 方 南 ( 由 « 至 必 的 旋转 方 
向 ?与 ro 的 定向 一 致 ，K<0 则 不 一 至 ,因此 ， 太 = 《9,5)， 从 而 有 
axp=(a,b)e, (1.26) 


4.5 向 量 的 外 积 的 运算 规律 


命题 1.9 若 & 夺 0, 则 axb 了 =ax bb,, 2 五 
其 中 三 是 6 沿 方向 = 的 外 射影 < 个 
证 明 设 6=B+ 6,， 其 中 上 Ya， 
5 Le， 出 查 角 三 角形 的 解法 知 ， 
1b.| = 16.|sinca ,b>, 
于 是 laxB|=1allblsin<a,b>= |allB|= lax 6,l. 
由 图 1.23 易 看 田 ，9 x 5 与 ax 5b 的 方向 相同 ， 所 以 
axb=ax§,. . 
命题 1.10 设 e 是 单位 向 量 ，&84e， 则 ex 靠 于 上 &8 按 右手 
螺旋 规律 绕 e 旋转 90” 得 到 的 向 量 8 人， 


0D 
~ AL 
四 b 
tp 
- 图 1.24 . 图 1.26 
证 明 lexB81=|ellb|since,B>=|8|=18’1， 有 又 由 图 1.24 
看 出 ，ex5 与 587 同 向 所 以 ex8=86'. 


推论 1.4 车 [LO4e1,ezses] 为 右 于 旺角 上 坐标 杀 ， 则 有 
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1 Kes = a eX Ry 3 人 从 = Ry 
定理 1.7 外 积 适 合 下 列 运 觉 规律， 对 于 任意 向 量 a ,8 ,ce 和 
任意 实数 4， 有 - 
(C17 2x 五 = -bxa( 左 挛 换 律 》， 
C2) CAa) x B= ACa x #), 
《3 eax (brc =ax8+axe ( 左 分 配 律 ) ， 
(bi+ceyxoa=bxoatexa 《 右 分 本 律 》 ， 
证 有 明 (1) 由 定义 1,11 立 期 得 到 。 
2) [Cha)y x B= aol lB lsincAa,6> = 14 llal {S|sinca, b> 
= {a4llax Bl= 1ACax 8)1, 
4A>0 时 ， 4 a 与 a 间 向 ， 所 以 Agax8 与 4ax 如同 向 ;4 之 0 时， 
hx 与 ax 5 反 向 ， 从 而 Xax5 与 ax 5) 同 向 ,因此 有 
Aax b= Atax by. 
C3》 光 证 左 分 配 符 。 若 a= 上 0， 则 绪论 显然 成 立 。 下 设 # 半 9， 
因为 
axtBb+ey= Cala yx H+e) = lalfa?x Ch + ey)], 
抽 以 只 村 基态 四 x(+Te)。 设 =5 8 寺中 下 eg 恋 
e=ei+ct 莽 中 cq? eo。 于 是 
Bre= 人 (bte) + (hs + ey. 
因为 《5 +0) ao 〔6stei La ， 于 是 据 命 题 1 .9 得 ， 
ux CB re) a a x (er ce), 

再 据 辣 晤 ,10 知 ,ai x (8,+ 
cy) 千 子 C8 tt) 缮 如 右 旋 
.90" 得 到 的 疝 医 4’、 同 理 ， 
arx 加 = exb。 是 将 5 绕 
a* 右 旋 90°' 得 到 的 向 量 65， 
fxc= alxec, 时 将 2 红 a! 
右 旋 90"” 得 到 的 向 量 cs， 
因为 5， "corbs + cs 村 玉成 ~ 


图 1.26 


个 三 角形 ， 盾 以 把 它们 绕 at 右 施 90" 得 到 的 向 量 & ,ec4, 路 也 一 
定 可 以 连 成 -一 个 三 角形 ， 于 是 4 = 和 +cs， 即 
anx Ch +c) = a x Bet ax co, 
从 而 得 
ax(b. oy)allay (B+ ed) lalter x Cho+ es)] 
= Ialtarx boarwe,) 
= {altaixbralixe) 
=ax braxc, 
于 证 右 分 配 律 ， 
(breyxa= ~axtbrc = -taxbtaxe) 
=—~axb+r(t-axec) 


=bxarcxa, 


4,4 用 坐标 计算 向 量 的 外 积 
先 可 一 个 仿 射 标 名 [ieryea,es]， 变 ea,B 的 坐标 分 别 是 (al， 
Ge ,a) ,Cb ba ,bs). 册 
ax b= (aiei t des t+ des) x {Chie + boes + Dees) 
= (mbs— tsb)er x es + (Cash ~ aba)es x el 
+ Cashs — dby) eo X ea, (C1.27) 
由 此 可 列 ， 只 要 知道 基 向 量 之 间 的 外 积 ， 藏 襄 求 出 ax 
现在 设 LOiei,ea es] 是 右手 直角 标 架 ， 据 推论 1.4, 由 (1.27) 
得 到 | 
ox b= (Cabs— asba)ey + Caabl — Qiba)es + Cabs ~ aobi) ea, 
{1.28) 
于 是 我 们 有 
定理 1.8 ”说 a,8 在 右 于 直角 坐标 有 中 的 棋 标 分 别 为 
《el aa Ga ,Ch ,bs ,03), 
则 a x 的 监 标 为 


和 


d， 让 Bi 6 
(| a bo a , ), (1.29) 
人 而 
lIax Bi =v (aba— Asbo)? + Ca ~ dda)? + ab 一 Qo) , 
C1.30) 
出 加 积 的 卫 何 意义 知 ，(1,3 们 式 也 是 以 a,$ 为 邻 迪 的 平行 加 
边 形 航 曾 积 公 式 ， 
注 《1,28),(1.29),(1,30) 只 在 右手 直角 坐标 系 中 半 成 误 ， 
作 鸭 -一 称 记 和 必 方 式 ，(1.28) 可 忌 形 式 地 写成 ; 


{1 .28)" 
es fa bs 
4.5 二 如 外 积 
命题 1.11 对 任意 向量 a,b,c, 有 
. ‘ax{(Bhxey= (arcy)b -Carbye, 《1 .3Ty 
《1 .31? 称 为 二 重 外 积 公 式 。 


证 明 ” 取 一 个 夏 手 井 角 学 标 系 ， 慌 
Kai ,02,08) ,BOP ,ba,ba) CC yes ,08), 
设 6 x ce 的 坐标 为 (由 ,ds ,d9) , 设 # x (Bx) 的 坐标 为 (hs ,hs)， 
由 C1 ,29) 得 ; 
hy = Geds ~ dads = ACh bocy) — dst Bao ~ bo) 
=b (Ata + TGs) 一 100by + 2gbe) 
=b ar do atarb ~ aby 
= {ac)b, -las Bye,. 
同 理 可 得 . : 
b= {ac b= Ca Bes, hs are)by ~ tab)es, 
所 以 
axthxe)= (Carb Cab)e, 


号 


出 人 起 上 41.313 和 外 由 的 及 交换 律 可 得 对 ， 
(ax Bxc= -cx{tax6)= -crb)art (tera)t, 
从 而 在 一 般 情 况 下 ，ax (8 xc) 车 Cax 86) xe， 即 向 量 的 外 积 不 
适合 结合 律 。 
请 读者 证 明正 述 的 牙科 此 5Jacob 轨 驹 式 ， 
gxtbxce)+rbxtexoay rextaxby=0. (1.32) 


习 题 1.4 

1, 证 明 ，(ax6)?= alb?- (arb):, 

2， 证 明 ; 若 axB8=exd, axc=&xd, 则 mw-d 与 be 

3, 在 右手 直角 坐标 系 中 ， 谈 站 ,8 的 坐标 分 别 古 

C03 — 2,1),C4,0,6), 

未 ax 志和 以 a,5 为 名 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 

4， 在 占 手 直角 坐标 系 中 ， 谈 “5e 的 坐标 分 罚 是 

C1,0, -1 1, 一 20) 和 (-1,2,1)， 

求 (30+b-e)xta-8+e), . 

5、， 证 明 ，(a 一 上) x (a+8)=2Cax5)， 并 且说 明 它 的 几何 
意义 。 

56. 证明， 若 s+5+e=0， 则 axp5= 站 xce=exa 大 且说 
明 其 几何 套 浆 。 

7. 证 骨 三 角形 的 重心 分 原 三 角形 成 三 个 等 积 的 三 角形 。 

8， 丰 扑面 喜 手 家 和 角 坐 标 系 [Oiel,esg] 中 ， 旭 和 A4BC 的 三 个 预 
点 44, 旦 ,的 坐标 分 出 为 

(CXL A) ,CKa Ye) ,Xa Ya), 

让 天 ”入 4BC 的 面积 为 
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并 且说 明正 负 尘 的 几何 意义 ， 

9. 下 让 推 断 是 否 正 确 ? 
洲 exa=ex65， 昔 且 ece 于 0， 则 za= 五。 

10，, 设 x* 与 *xy 共 线 ， 试 讨论 * 与 y 的 关系 ， 

11。 就 下 列 各 种 情形 ， 讨 论 * 与 > 的 疾 系 (a 失 0)。 

C1) qex= any; 

(2) axx=axy: 

(C3) aex=ary, axx=axy, 

*12. 设 a 二 0, OP=x， 求 满 吓 方程 axx=6 的 点 P 的 轨 
连 ， 

#13, 设 ,be 都 不 居 0,xsa=RS0， xz x5=e， 求 x( 过 论 
各 种 情况 )。 

14, (1》 已 知 ls] =1，e.Lr， 将 + 绕 e 帮 施 角度 6 得 口试 
用 8 ,r ,9 洗 示 六 

(2) 给 定 三 点 0,4,P,0 寺 4A， 将 P 绕 O04 有 施 骨 庶 9 得 到 
已 ， 试 用 054 ,G 户 ，0 表示 OP,， 


$5 癌 量 的 混合 积 


5.1 向 量 的 混合 积 的 几何 党 义 和 性 质 
如 何 利 用 向 量 来 计算 几何 体 的 体积 ? 向 于 计算 几何 休 的 体积 
可 以 归结 为 计算 乎 行 六 面体 的 体积 ， 因 此 我 们 来 讨论 华 行 太 面体 
ABCD-A’B’C’'D' (如 图 1.27)。 设 AB=a,AD=6,AA’ =c, 则 
底面 积 为 |a x5|， 高 为 |A 立 | ,其 中 A 让 是 。 在 方向 a x5 上 的 内 
射影 ， 因 此 
AN| | c | 
"| | 了， i 
从 而 平行 天 面体 的 体积 为 ， 
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Y = laxbl| TT <| = iaxtl Te 
tax pI? lax bh 
=|etaxB)|= l(a x bel|, 
a x8:c 称 为 向 其 a,8,c 的 汤 合 积 ， 
上 壕 考 明 ,1axB*cel 表 示 以 ap 为 楼 
的 巩 行 到 面体 的 体积 。 消 ax5oc>>0， 
则 Ka x5,c> 为 欠 谣 , 击 于 (a,b ,0 xb) 
阁 眠 右手 共 ， 于 是 ke 是 ,ec7 此 时 也 
构成 右手 洒 , 类 侯 的 讨论 知 ， 涯 
axBe<0, 则 (了 ,ec 构成 左手 系 。 
因此 Ex.e 的 正 负 可 判断 (ace7 足 
右手 系 还 是 去 手 系 。 如 果 在 平行 六 而 
体 的 同一 顶点 上 的 三 条 本 之 则 规定 好 
一 个 顺序 人 e ,6 ,e)， 则 称 这 个 平行 六 
. 面 笨 的 定向 为 (a ,8 ,c). 于 是 混合 积 a x Bre 朗 朝 示 了 这 个 定向 平 
行 去 面体 的 体积 ， 肥 表示 了 它 移 定向 ， 所 以 把 a x 6-c 称 为 这 个 定 
向 平行 去 面体 的 定向 体积 。 
由 混合 积 的 几何 意 六 立即 得 到 
命题 1.12 三 个 向 量 ,Be 其 面 的 完 分 必要 和 荣 件 是 
axb.e=0, 
混合 积 有 以 下 两 条 常用 的 性 质 ; 


(1 axbce=bxcra=exab,; 


图 1.27 


(2) ex bec=abxe, . 
证 明 《1) 因为 Jaxgeel,i5xesal, exae5l 都 表示 以 
a, 吉 ,e 为 同一 顶点 上 的 三 条 楼 的 平行 太 面 体 的 体积 ， 所 以 它们 相 
等 。 肥 因为 车 Ca ,8,6) 为 右 ( 左 ) 手 系 ， 弹 (6,c ,aq) 和 (Ce ,a ,5) 均 为 
右 ( 左 ) 手 承 ， 所 以 
“和 XXX 


(2) axBbec=bxca=abxe, 
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性质 27 说 明 三 个 有 序 商 量 ee 的 混合 积 与 “x”,“:” 的 
里 无 关 ， 因 此 可 把 a x be 记 成 (a,5,c), 要 注意 的 是 ， arbxe 
所 和 了 标 先 作 外 积 吉 xce, 后 作 内 积 av 人 (Exe) ,反之 则 没有 意义 。 


5,2 用 公 标 计算 向 最 的 混合 积 
也 -全 仿 射 标 架 LO5et,es ,et]。 设 aa 的 坐标 分 别 为 (ai ， 
2407 sbi bz ba) ,C0 ,C2,C8)。 则 . 
axbe=[C (Cab, 一 人 四 x et tad— Ads) ea x ee 
+ (aabs— dsb2) es X ea]* Coe 十 Ca8s 十 Cae3) 
= ECabs 一 ob yea + (ab — Ab es 


+ taby 一 Gsbe) ce, X er es 


Ci X Earese {1.33) 


ds ba ta 
由 于 e162,e3 不 共 面 ， 岂 以 el X ereg 斌 0。 于 是 得 到 

命题 1.13 任 党 到 定 一 个 仿 射 标 架 LO;e1,e3,83]， 设 向 量 
ap,e 的 坐标 分 别 是 


《ai as ,09) ,Cb1, ba, ba) ,Cesc ,C8), 


a bl ea 

则 = ay b, cs |, (1.34) 
as bs cs 

定理 1.9 者 [LOjeli,es ,es] 为 右手 直角 标 架 ，e,8,e 的 舟 祭 分 
别 为 


(AL de 013) 让 sbs ,ba) :CO Oy C3) 
刘 


naxbec= 


. 《1.35， 


aa by vs 
证 上 明 ” 轩 为 [Oye ,ee4j 为 夺 手 直角 标 架 ， 所 以 8) XX ep = #3 
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从 而 @X esres= eares=1。 于 是 由 C1,34) 并 即 得 到 C1.35)。 

定理 1.9 表明， 以 a,b ,ec 为 模 的 平行 太 面 体 的 定向 体积 等 于 
以 这 三 个 向 量 的 右 注 讶 角 举 标 为 列 组 成 的 三 阶 行列 式 . 这 是 三 阶 
行列 式 的 儿 何 意 闵 。 


5.5 三 向 量 ( 或 四 点 ) 共 面 的 条 件 
定理 1.10 说 ap,e 的 优 射 绎 标 分 别 为 


《al ,Ge ,Ga》 (Di pa ps) (ceasyca)》， 


则 a, 尼 :< 波 面 的 充分 必要 条 件 是 


as bs £3 
证 明 出 命题 1,12 和 了 ,13 站 芭 得 到 。 
推论 1,5 设 四 个 点 有 ,8,C,D 的 仿 射 整 标 分 别 为 
Case, i=1,2,3,4, 
则 A,B,C,D 江面 的 充分 必要 条 件 是 
Xl Xe Xs 区 4 
VY Vs 的 is 
Wi Bs Ss Ft 
1 1 1 1 : 
这 里 下 们 指出 ， 四 阶 行列 式 可 以 治 任 意 一 行 《 或 一 列 ) 展 
开 ， 璧 如 上 述 四 阶 行 列 式 沿 第 四 行 展开 得 
Xr Xe Xa Xa 


Ye Vs Hy 


= tioleoly ya 胞 


Yl! Xa Xe 
yl Va 轨 


] Fs 区 


+(-1)47?*1。 
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+ 1 :3.1e 


Xl Xa 
Va | 
gL Sr 2 
Xx] Ke Xa 
Fe m1)*'sa le|y, ya ys |, 
SI Se 339 
莽 且 四 阶 行列 起 也 具有 类 似 于 二 阶 、 三 阶 行列 式 那 伴 的 性 质 。 
推论 1.5 的 证 明 4,B,C,D 共 面 也 就 是 万 2 ,万 六 ,万 5 共 面 ， 


一 


BI ae ss 一 | 三 0s 
Ri1— 3 Se 一 人 
上 式 左 边 的 三 阶 行列 式 等 于 
TIT Fae Na Xa Xa XI Xa Xa Xu 
Vi Yo Va Be a a Ya OO 
B12 Ha— Sl Fa~s14 Ba FH} Bs Ha 了 4 ’ 
0 人 0 1 1 1 1 1 


最 后 这 个 经 式 疙 立 十 因为 把 左边 的 四 阶 行列 式 的 第 四 列 分 别 加 到 
第 一 、 二 、 三 列 上 ， 这 时 行列 式 的 值 不 变 。 综 上 述 便 得 到 我 们 所 
要 的 结论 。 


5.4 拉 格 天 日 禾 等 式 及 其 应 用 
定理 1.11 对 任意 四 个 向 量 a,8,c,d, 有 


oe gd 
bec bd “ 
(1.36) 称 为 拉 烙 朗 日 (CLagrange) 恒 等 式 。 
证 阴 (wxby'texdy=abx(texd)y) 
三 ae[tbedye 一 heeyd)] 


Cax btexd)= (1.36) 
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《BECGoe)7 一 《ca 


Qe ard 
bec bd ” 


拉 档 庚 日 恒等式 很 有 用 ， 有 人 还 称 它 A 
为 二 维 的 勾 股 定理 ， 这 是 因为 用 它 可 以 证 
出 下 面 例 1.5 所 迹 的 命题 。 。 
例 1.5 ”证明 ;三 直角 楼 锥 的 妊 面 好 积 
的 平方 等 了 其 他 三 个 面 的 面积 的 平方 和 . 四 128 
证 明 设 0-4B8C 是 三 栈 锥 ,其 中 A408 = 4OC= BOC= 
90"， 和 人 ABC 是 它 的 侧面 。 我 们 有 
[ABx ACGI? = CAB x AC) .CAB x AGY 


AB.AB AB.AC 


ACAB AC.AC 


= |ABI*IACl: - (CAB. ACY: 
=(16412+ ODD OA + [0ci2 
[LOB -OA OG -OA 
am 


=1044+10801041+10410Cl 
+ 10BI:IOCl- 1041 
= CIOBIIOAI)Y + CIOAIOC |): 
+(1051100j)% 
由 此 即 得 我 们 所 要 的 结论 。 
*5.5 “向量 代 数 在 球 画 三 角 中 的 应 用 


设 在 由 心 为 0 ， 衬 径 为 尺 的 球面 上 ， 有 不 在 回 一 大 夯 弧 上 的 
三 点 A,B,C。 分 别 连结 其 中 两 点 的 大 圆 弧 a= BC，p= CA4， 
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y= 包围 成 一 个 区 域 ， 称 为 球面 三 角 澡 ， 
及,B,C 是 它 的 顶点 ;5 ,8,7 是 它 的 边 ， 
用 边 所 在 的 大 辕 弥 的 红 府 来 量 座 。 边 8 与 
了 扬 夹 前 角 是 指 有 与 ?分 别 所 在 的 平面 组 
成 的 三 面 角 ， 仍 记 作 下 ， 称 为 球 而 三 角形 
的 内 衣 ， 

我 们 可 以 用 向 基 法 证 明 球 面 三 角 的 下 
(1》 cosa = cosPeosy + 3infsinyeosA ( 俱 甘 公式 ) ，} 


(2) 


图 1.29 


Sin _ sin siny (下 时 公 式 ) 


ainA sinB sinC 


证 明 (1》 设 a,5,e 分 别 是 04,0,00 广 向 的 单位 向 量 . 
显然 角 太 是 xx 与 axe 的 炎 角 。 据 扩 格 女 日 屋 等 式 有 
| :Adda ee 
Caxb)rlaxe)=| bum be 
a{bey- Cac boa) 
~ cost ~ Cospeosy, 
又 有 
(axBbyeCaxc)= |axb|l|laxelcoKax baxe> 
= gincg ;>since ,DO0S 凡 
= ainysin peosA, 
所 以 cosg = Cospeosy + sinfsinycosA, 
(2) 由 二 重 外 积 公式 得 ; 
(ax bx Caxey)= tax bce)a, 
(ax byx (Bxe)= (ax bc)b, 
(axe) x Bxe)= -axeb)e 
=-{ax beye, 
所 及 
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lICax BYx{axe)l= (ax Bx (Bxe)|= axe) x (hxe)l, 
由 外 积 的 定 疼 可 得 
sin<a, bysinca ,cysinA = sinca, bysincb ,csinB 
= 89incg ,chaincb ,cysinG, 
基 ] sinysinBsinA = sinysinasinB = sinfsingsinG, 


山 些 即 得 正 兹 公式 。 


习 题 1.5 
1。 证明 : JexBsels|alj8slle|。 
2， 和 正明， 如 果 axp+rexe+rcxeg=0， 则 ea,5e 共 面 。 
3， 在 吉 于 直角 举 标 条 中 ， 一 个 四 面体 的 顶点 #4,8,C ,D 的 奉 
标 分 别 足 
Cl 200 ,C1,3,4,C— 1,—2,—3),(0,— 1,3), 
求 它 的 体积 。 
4。 证 明 ; (axb,bxc,cxa)= (a,68,c)’, 
5， 证 明 ， (axBycxdy+Cbxec)(taxdy 
texaythxd)=0, 
6， 征 上 明 ; exE5xCexd)]=(bd)(axe)- (bo (axd), 
*?7. 证明; (1) Cax ByxCexd)=(Ca,b ,de (a,b ,cd; 
{2) Cax bxCtexd)=Ca,c,d)b— tb,c,d)a, 
*8. 证 明 ， 对 在意 四 个 向量 ae,d, 有 
(bed)yatle ad)bria,b, dc+ttbh,a,c)d=0, 
9. 苦 xy 与 xy 其 而 讨论 zx 本 > 的 关系 。 
10 ,正明 ;， [ox Co x ve) jx Lvs x《aaxas)] 
= |ox veal Co X00), 


li. 正明， 和 若 0 与 vs 不 共 线 , 则 XX Co Xx v0) vo Xx CV X He)》 
不 共 线 。 
12, 没 eeryes 不 江面 ， 让 明 :， 性 一 向 量 a 可 以 表示 成 ， 
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于 Q= "Xeae 


车 2 十 公共 ea 0 

Bl X 要 gw BB 六 Ga" 
13。 几 祝 量 法 证 明 。 省 三 

需 ， 则 它 有 礁 一 的 一 个 解 . 
*14。 膏 mbse 不 共 面 ， 设 向 量 < 满足 : 


Ges 世 一 天: brx=9, crx=k, 


3 


el X e203 


范 一 式 方 程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 


证 明 


四 xe)+gtcxa)+h(ax sb) 
| ax bee 四 
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第 二 章 ”空间 的 平面 和 直线 


本 章 将 把 华 妹 法 和 问 量 法 结合 起 来 骨 帘 空间 中 竺 面 和 让 线 的 
方程 以 及 它们 的 性 质 。 


$1 仿 射 学 标 系 中 平面 的 方程 ， 
两 平面 的 相关 位 置 
1.1 插画 和 的 参数 方程 和 普通 方程 
读音 马 经 知道 ， 确 定 -一 个 平面 的 条 件 是 ， 不 在 .直线 上 的 兰 
点 ;或 者 一 条 直线 和 此 直线 外 的 一 点 ! 或 省 两 条 相交 直线 } 或 者 
柚 条 平行 二线。 为 了 便于 用 沿 量 法 ,我 们 条 用 “一 个 点 和 两 个 不 共 
线 的 向 量 确 定 一 个 举 面 ”作为 讨论 的 出 发 点 ， 
取 定 一 个 仿 射 标 架 
[O; e182 ,sj， 已 知 一 个 点 
MCxo ,Yo ,20), 向 量 如 (CX . 
,2Z1) 和 向 量 val, ya， 
Z2)， 其 中 中 与 v9 不 共 线 ， 我 Em 
们 来 求 掉 点 胡 。 和 v,vs 确 及 
定 的 平面 的 方程 。 四 
点 加 (x ,Jy,2) 在 平面 上 的 充分 必 跟 条件 是 村 OM 与 ,vs 夫 
面 (如 图 2.1)， 内 为 而 角 02， 所 以 要 6 必 ,01,54 共 面 的 充分 必要 条 


. 件 是 存在 哈 一 的 -一 对 实数 ,pp 使 得 ; 
MoM = Av] + Hyg, 


用 坐标 写 出 即 得 : 


用 三 区 十 4Y 十 Ha 《2 .1) 


X= Xot AX, + Has 
a= gt AZI+ HZas 


:a 


(2 1) 称 为 平面 的 参数 方程 ， 其 中 4, 称 为 参数 ， 它们 可 取 任 
意 实数 . 

又 有 黄 N ,an ,办 其 面 的 充分 必要 条 件 是 
Xxo KI Xe 


yy YY Ye |=0, (2.2) 
sa Ll Za 
即 
Ax+ By+Czs+D=0, (2.3) 
其 中 
4=| > 2 |， XI Xs , c=|y’ | 
Z| Zs 1 Z, 了 Y, Ys 


五 = — CAxo + Byo t+ CR0), 


(3 3)? 称 为 平面 的 普通 方程 。 由 于 mm 与 v4 不 直线 ， 据 定理 1.4 
知 ，4 ,日 ,C 不 全 为 专 ， 因 此 平面 上 的 方程 (2.3? 是 三 形 一 次 方程 

我 们 来 看 平面 工 的 方程 (2.3)? 中 系数 的 几何 意义 。 

定理 2.1 设 平面 z 的 方程 是 (2.37， 则 向 量 @(7 ,sb 平行 于 
笠 而 地 的 充分 必要 条 件 是 

Ar+Bsi+tet= 0, 《2 .47 

证 明 9 平面 r 的 充分 必要 条 件 是 中 ,ri ,vs 共 面 ， 从 而 
人 
s YY 
t Z!: Zs 
即 - Ar+BsrCti=0, 


因为 平面 区 的 方程 (2.3) 中 4,8,C 不 一 为 需 , 艾 如 说 .4 反 由 
C 
则 从 (2. 人 可 解 得 ， ou( 一下 ,1,0]， (一 无,0,1)， 于 是 它们 均 


平行 于 平面 z， 且 据 定 理 1.4 知 ， 它 们 不 革 线 。 由 于 与 平面 严 
平行 的 两 个 不 共 线 的 向 量 决 定 了 平面 严 的 方向 ， 因 此 平面 方程 中 
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= 人 0» 


一 次 项 的 邓 数 决定 了 这 个 焉 面 的 方向 。 
推论 2.1 设 下 面 元 的 方程 是 2,3)， 则 平 瑟 平行 于 x* 轩 
(或 Y 轴 ,或 z 轴 ) 的 充分 必要 条 件 是 =0 (或 B=0, 或 C=0); 
平面 TT 通过 原点 的 充分 必要 条 件 是 DD=0， 
证 明 因为 6 的 坐标 是 (1,0,0)， 所 以 二 六 平面 的 充分 
必要 条 件 是 
Asl+B0+C.0=0, 
即 4=10， 关于 es 或 6s 平行 于 平面 x 的 情形 可 类 似 讨论 ， 
原点 O00,0,0) 在 平面 T+ 上 的 充分 必要 条 件 是 DD=0. 
定理 2.2 在 襟 间 中 取 定 一 个 念 射 坐标 系 ， 则 平面 的 方程 必 
定 是 三 元 一 次 方程 度 之 ， 任 意 一 个 三 元 一 次 方程 类 未 一 个 平 
量 。 
证 明 ”定理 的 前 站 部 分 已 经 在 前 面 说 明 。 现 在 看 所 衬 部 分 。 
作 给 一 个 三 元 一 次 方程 
AIXT+ 卫 +C2 十 有 一 0 《2 .5》 


不 护 变 A 圭 0. 下 点 Mi 人- 全 ,00 到 zi( -于 9， 


站 
Ha( - 天，0,1)， 显 然 它们 不 共 线 ， 由 点 Mi 和 Hi， ps 决定 的 在 
面 和 的 方程 为 


| 了 D， | oO, 
Ar A -| 
y—0 1 0 | 
so | 

其 Mt Bsr 01s+ Dat. 


“这 说 明 方程 2.5) 表示 一 个 符 面 fj， 它 经 过 点 Mr 且 平行 于 加 
和 Ho。 
例 2.1 画册 平面 + 2 -2= 0。 
解 因为 D=0，、 所 以 此 平面 过 原点 ， 解 方程 
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站 十 2 一 让 二 0 
求 得 两 个 不 涉 线 向 量 名 (2 ,-1 ,0)， 
Well ,9,1)。 以 原点 汶 起 点 面 出 
0 ,0s。 所 求 平 面 就 是 出 原点 和 
1 03 决定 的 平面 (如 图 2.2)， 
如 果 平 而 的 方程 Ax+ By+ Cz 
+ 了 =0 扩 足 4 电 于 0， 赔 此 
下面 上 与 三 实 坐 标 轴 均 相 变 ， 且 究 点 
不 巧 谨 点 ， 因 此 这 三 个 灾 点 不 潍 
线 ， 拒 它们 男 出 米 ， 它 们 决定 的 平 
面 就 是 蔬 求 平面 。 如 果 平 面 的 方程 中 旦 = 0,4 夺 0,C 丰 0, 了 DD 二 0， 
则 此 平面 与 y 轴 平行 ， 与 必 轴 、x 轴 均 相交 ， 且 变 点 不 是 原点 。 
把 这 两 个 变 点 丙 出 来， 再 分 别 过 它们 到 与 y 辅 平 行 的 直线 ， 册 此 
即 得 所 求 平面 。 共 余 情 况 如 何 画 平面 ， 请 读者 思 涝 ， 


1.2 两 平面 的 相关 位 置 


两 下 面 的 相关 位 置 有 三 种 可 能 情形 ，(1》 相 奖 于 一 条 班 线 ! 
《2 平行 ! <3) 重合 。， 如 何 从 两 平面 的 万 程 判 断 它 们 属 平 何 种 情 
形 ? 

定理 ?2.3 ” 取 定 一 个 优 射 标 架 , 设 平面 和 zs 的 方 稳 分 别 是 ， 

AxX+t By+Cz+D,= 0, C2.6) 
Ax+ By t+ Cs+ De= 10, * 
列 

《1)》 XA: 与 ,相交 的 论 分 必要 条 件 是 它们 方程 中 的 一 次 项 系 
数 不 成 比例 ， 

《2) 7 与 zs 平 行 的 充分 必要 条 件 是 它们 方程 中 一 殴 项 系数 
成 比例 ， 但 常数 项 不 与 这 些 系数 成 比例 ， 

(3) zt; 与 ts 重合 的 充分 必 概 条件 是 它们 方程 中 所 有 和 采 数 成 
比例 ， 
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证 明 充分 性 ， 
《说 交 与 开 的 方程 一 次 项 系数 不 成 比例 ， 则 从 标 为 
(ABOD 的 向 六 与 奉 标 为 CAg,Bs .人 CD 的 癌 量 as 不 基线， 
从 而 媚 定 理 1.4 知 ， 下 壕 三 个 行列 式 
A 号 Ca 
及 


4 BD, Cl 

济 pl , cl B, C, 
不 从 汐 寺 。 不妨 设 第 一 个 行列 式 不 为 零 。 则 在 方程 组 (2.6) 中 命 
2 二 如， 得 


Alx+Byt+ DD.=0, 
| 1 1 1 C2.7) 


sx + Byy + Ds=0, . 
因为 放 程 组 2.7) 的 系数 行 询 式 不 为 医 ， 扩 以 它 有 浴 一 解 ; 
X= pd = yo, 

于 起 x= x05 = os=0 是 方程 组 42,6) 的 解 ， 即 x 与 za 有 公共 
点 ， 且 第 三 个 坐标 为 需 的 公关 虚 只 有 一 个 (za 加 ,0)。 因 为 《2.7) 
的 第 一 个 方 各 个 无 盎 多 个 解 ， 折 忆 可 艰 到 它 的 另 一 个 解 志 = Xi,y 
= 态 ， 于 是 点 420 是 严 : 土 的 点 ， 组 不 是 可 上 的 点 。 所 以 
xi 与 Xs 宜 充 ， 

(2) 屿 已 知人 条 件 得 ， 存 在 一 个 实数 4 夸 0， 使 得 : 

As=hA,, Bs = AB ,Cs = AC1, DAD,, 
于 是 方程 组 C2. 人 昌 成 为 : 
Ax+ Dy tos+ DL=0, 


D 
AIxX+ By+t 人 s+ -有 一 个 ， 


也 
因为 D 专 了 ， 所 以 此 方程 弓 无 解 ， 即 Fi 与 za 没有 公共 点 ， 从 


而 Tt 与 es 平行 。 
《3) 由 已 知 条 件 得 ， 存 在 实数 4 专 0， 使 得 : 
. As=AA, Bo= AB ,C= 40 ,Dr= aD, 
于 是 方程 组 人 ,67 成 为 ; 
得 


人 他， 
ACAIX+By+t Cs+ DD)=10. 
显然 第 一 个 方程 的 解 爹 是 第 二 个 方程 的 解 ， 反 之 亦 然 ,所 以 而 与 
ZT 重合 . 
党 要 性 ， 
利用 以 上 结果 ， 采 用 反 证 法 邯 得 。 


1.5 三 平面 恰 交 于 一 点 的 秦 件 


命题 2,1 民 兰 个 平面 在 仿 射 全 标 系 中 的 方程 分 别 为 ， 
AZTT 有 C++DD=TD， 
Asrt+ Bry + Css+ =0， 2.8) 
Asx+ Bay + Css t+ Dy= 0, 
则 这 三 个 平面 恰 变 竹 一 点 的 充分 必要 条 件 是 
A B Ca 
有 A, 了 Cs 
A B Ca 
证 明 上 流 汪 个 平面 恰 次 于 一 点 的 充分 必要 东信 是 方程 组 
《2.87 有 隆 一 解 ， 从 而 它 的 系数 行 到 式 不 等 于 零 。 


乓 1。 


习 题 2.1 
1. 在 给 定 的 优 射 举 标 系 中 ， 求 下 列 平面 的 普通 方程 和 内 数 


C1 过 点 CC 一 1,2,0) ,CC-2, 一 1,4) ,C3,1, 一 5); 

《2) 过 点 (1,0, 一 2 和 ( -1,3,2)， 和 下行 于 5(1 ,2,4): 
《3) 过 点 C03,1, -2) 和 2 辅 5 

(C4) 过 点 (3,0, 一 1 和 (一 1,3,4)， 牌 行 于 3 轴 ; 

《5) 过 点 (一 1, 一 5,4)， 和 平行 于 平面 3X -3y+5*0。. 
2， 在 给 定 竟 优 射 伙 标 系 中 ， 画 出 下 列 平 面 。 

《3 2x + 3y+2—-6=0 (2) 4 二 32 十 了 于 0; 


(3) 3x— y+42= 0 (C4) 3y+2=0, 
3. 证 明 ， 经 过 三 个 定点 {Xi ,Yi ,2;)， i=1,2,3 的 平面 的 方 
程 为 


广 ， 
+ 
i 
一 


4. 在 给 定 的 钻 射 坐标 系 中 ， 设 盏 面 工 的 方程 为 ， 


J 号 
t+bte=i; 
其 中 abe 半 0 说明 ape 的 几何 意 叉 ， 
5. 上 坐 续 铜 足 方程 
(axt+t by+oatd)— (art+py+ y+0:=0 


的 点 的 轨迹 是 什么 ? 
6. 判断 下 列 各 对 平面 的 相关 人 位置。 


x ¥ 多 
(C1) 2x+y-3%-1=0 上 与 二 + 记 一 Ft+2=0 


2) x ~ 2y+s—2=053x+y-22-1=0; 


生 
(3) 3x+9y— Bz+2=0 与 2x+6y- 44s+t 本 = 0， 


7. 在 给 定 的 仿 射 谷 标 条 中 ， 证 明 ， 通过 点 (xoy 加 ,zso) 大 且 
与 平面 hx + By+Cz+ 刀 = 0 平行 的 平 而 的 方程 为 ， 


A{x— ro + By- go) tO- So) = 0, 
8，。 下 述 三 个 平面 是 否 恰 变 于 一 点 ? 
2 3y—g+1=0, 一 28+58 一 3=0， 2x+y+s+5=0, 
9. 证 明 :， 分 别 出 方 穆 
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ax thy+eest+d= 0 
nx+ By+Yys + = 
Atax thy tos) tutnr + fy+ y+k=0, 
给 出 的 三 个 平面 ， 当 下 于 Ad+ 时， 以 有 公共 点 ， 
10, 证 明 ， 往 何 一 个 经 过 相 变 两 竹 画 Ti 和 立 ; 
Ax+ Biy+ Cs+D,=0, 
Asx + By tts t Ds=0 
的 变 线 i 舶 平面 方程 能 写成 : 
ACAX+ Bry+ Cs D,) +t HCAX+ Boy + Co + Da) = 0, 
《2 .97 
其 中 %, 必 是 不 一 为 需 的 实数 〈 我 们 把 经 过 -一 条 覃 线 的 所 有 平 而 称 
为 平面 束 ， 本 是 说 明 ， 平 面 东 的 方程 形 如 (2.9)， 基 中 4, 取 通 
不 全 为 雳 的 实数 ). . 
11 ， 求 经 过 点 Mofl,-2,02， 首 且 经 过 两 平面 2x 一 +2 一 3 
=0 与 +27y-2+1I=0 的 交 线 的 平面 方程 。 
*+12. 设 平面 7X，Ax+ By+ Cz+ 司 =0 与 连接 两 点 MM,(%， 


B12 和 MY yo,50) 的 线段 相交 于 点 计 ， HMM= EMM,,. 证 
明 


Axit+ By + Czarth 


=— Axs+ Bys +t Case+ De" 
*#]3。 设 有 三 个 平行 平面 
Mes Ax+t+ BytCs+D;=0, i=1,2,3, 
一 直线 上 与 fi ,Xs ,Ta 分别 交 于 了 ,0Q,R， 求人 @ 分 有 南 线 段 PR 的 
比 植 ， 


92 


8$2 直角 泽 标 系 中 平面 的 方程 ， 
点 到 平面 的 距离 

2,1 直角 坐标 柔 中 平面 方程 的 系数 的 几何 震 义 

确定 一 个 平 而 的 条 件 还 可 以 

是 ， 一 个 点 和 一 个 刁 这 平面 起 站 

的 非 雳 向 量 ， 与 一 个 平面 垂 认 的 

非 需 向 量 称 为 这 个 平面 的 法 向 
量 。 

取 一 直角 标 架 [O;el,es,es], 


我 们 来 求 过 点 MoCxo,90,20)， 9 “3 
且 法 向 量 为 nta,b,e) 的 玫 面 Ax 的 #7 
方程 。 图 2.3 


点 Mtx,y,z) 在 平面 不 上 的 


充分 必 权 条件 是 六 MLn， 从 甫 加 , 必 .n = 0， 于 是 得 
atx — Xo + by Yo) + og — 0) = 0, 
即 axt bytest+h=0; (2.10) 
其 中 = ~ 《axo+byo+ cz0)。(2.10) 就 是 所 求 在 而 地 的 方程 。 
宙 此 可 厚 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 在 面 方程 的 一 次 项 系数 是 这 个 
不 面 的 一 个 法 向 量 的 坐标 。 


2.2 点 到 平面 的 距 况 


命题 2.2 在 直角 坐标 肝 中 ， 点 PKzi 护 , 2 到 平面 
XT: Ax+tBy+Cr+D=0 . 
的 距离 为 : 
[Ax,+rBy + C+D 


4 《2.11) 


证 明 作 . Ph, 到 平面 立 的 垂 线 ， 变 重 是 为 PuCxo 0 0)s 出 
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P, 到 平面 严 的 距 高 为 4= [PoP l, 焉 ii 和 的 -一 个 法 向 量 为 
n(A4,B,C)， 因 为 BPi fm， 所 以 
PP, - Sn C2.12) 
{2.12) 的 两 边 扩 rt 作 将 积 得 ， 
一 1 


Pn RIB CA 


+ BE — yo) + CE) — sn) 
_ Ax) + By 主人 名 i+ D 


A TE 《2.137 
于 是 得 
1 Axi+ Ba + C1+D| 
d= eol=13l= VA+DB:+o? 


《2,12) 中 的 了 称 为 点 PP 到 平面 焉 的 部 羔 。《2.137 给 出 了 求 
议 送 的 公式 ， 
f 


2.3 三 元 一 次 不 等 式 的 几何 莫 义 
取 定 一 个 直角 坐标 了 系 ， 些 标 适合 方程 


AxtBytCs+D=0 (C2,14) 
的 点 在 此 方程 雪 示 的 平面 工 上 。 坐 标 适 合 不 等 式 
Ax + Byt Cs+D 0 【2.153 


的 点 PKx:y,s。 设 己 到 平面 地 引 的 垂 线 的 息 足 为 Po， 由 (2.13) 


和 (2.12) 知 ，PoP 与 a(4,B,C? 同 向 。 因 此 ， 所 有 从 标 适 全 不 黎 
式 (2.15) 的 点 都 在 平面 工 的 同一 侧 (n 所 指 的 一 俩 )。 同 理 ， 所 有 
坐标 适合 不 等 式 
Ax+By+Ca+ Do 《2 .16} 
的 点 在 平面 不 的 另 一 侧 ( ~n 所 指 的 一 侧 )， 
由 上 议 知 ， 乎 面 开 把 空间 中 的 所 有 不 在 上 的 点 分 咸 了 丙 部 
5B# 


分 ， 第 一 部 分 中 的 点 欧 瞧 标 都 过 合 (2.15)， 第 二 都 分 中 的 点 的 虐 

标 都 适合 (2 .16)。 换 和 句 话 说 ， 若 MGCz ,8 ,31) 和 M(xs ,J ,9) 

不 在 玲 面 不 卡 ， 则 计 | 与 Mz 位 于 平 而 工 同 侧 的 充分 必 守 条 作 是 
Fi= AxtBy +COstD lr. = Ax + Bys +t Ce+D 

同 号 。 这 个 结论 存 信 射 坐标 系 中 也 成 立 《 四 习题 2.2 的 第 16 题 》。 


2.4 两 个 平面 的 夹 角 

斋 个 平面 的 夹 角 是 指 商 个 平面 充 成 两 个 梢 邻 药 二 面 角 中 性 一 
个 。 易 知 其 中 一 个 擎 于 两 个 平面 的 法 向 是 的 夹 角 。 

语 在 直角 至 标 系 由 ， 两 平面 Fi 的 方程 是 

Ax+ Biy+Cs+ Di=0, i=1,2, 

则 严 , 与 zx; 的 一 个 炎 角 9 满足 ; 
nn _ 人 4 十 BB, 十 人 Cs 
mllns) vw ASrBI+O w+ 且 二 避 。 


os 8 = I 


从 而 得 到 两 个 平面 不 ! 和 zs 垂直 的 充分 必要 条 件 是 : 
AiAs+ DiBs+CCs=0.. 《2 .17) 

例 2.2 设 在 让 角 坐 标 系 中 ， 平 面 x 和 Ts 的 方程 分 别 是 

2x--Y+z2zs-3=0 和 3x+2y 一 03 一 1=0。 
求 由 zt 和 xts 构成 的 一 面 角 的 角 平分 面 的 方程 ， 在 此 二 面 角 内 有 
点 Pot1 ,2, 一 3)。 

解 点 Mtxz,yvs) 在 所 求 的 角 平 分 面 上 的 充分 必 村 条件 是 : 
好 到 ;的 距 高 由 等 于 闻 到 ma 的 距 耸 由， 并 且 闻 与 Po 或 孝 都 在 
zf 的 辣 全 如 = 1,27， 或 者 都 在 天 的 蜡 侧 避 =12)， 或 者 和 在 
Tt 与 ms 的 变 线 上。 因为 Po 的 坐标 适合 : 

2x1—-2+2x€-3)-3= 一 9<0， 
3x1+2x2—-6xt-3)-1=24»>0, 
所 以 地 的 坐标 适合 ， 
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半生 适合 : 一 
位 一 由 二 22 一 3<0， 
3X 十 23 一 6z 一 地 0 
或 者 
人 
3x+28 一 6 一 1 过 4。 
整理 得 23x -zy -42 一 24=0。 这 就 是 折 求 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方 
程 。 . 


习 题 2.2 


1. 在 并 角 举 标 桑 中 ， 求 下 询 于 面 的 为 程 . 
《1) 过 点 PC--1,2,0)， 一 个 法 向 量 2(3,1, ~ 2); 
《2 过 点 加 1C3, 一 1,4), 计 (1,0, -3)， 屋 站 于 平面 2x+ 
5y+ 名 十 二 二 必 。 
2.。 证 明 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 通 过 点 Coy 如 ,X07 ,着 且 与 平面 
AIx+BytCz+D =0 和 和 Art By+ Cr+ D,=0 
都 收 直 的 盏 面 的 方 稚 为 ; 
X—xo 站 Ap 
y=-yo B: Bs|=0 
ss- CC: Cs 
3。 在 百 角 坐标 承 中 ， 衬 曾 * 的 廊 程 为 
Axt+BytCza+D=0, 
其 中 所 有 系数 都 不 为 等 。 误 此 平面 与 三 根 坐标 轴 分 别 迹 于 My 
加 ,Ms， 求 AMJM,M， 的 面积 和 四 面体 OMMaMs 的 体积 。 
4， 在 吉 角 上 蔡 标 对 中 ， 求 点 到 平面 的 距离 。 
(1) 点 00,2,1) 到 平面 2%-38+5x~1=0; 
C2) 点 C~1 了 ,2,4) 到 平面 x*-y+1=0 
5。 在 证 角 上 坐标 系 中 ， 求 平面 
Ax+By+Cs+D=0 
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与 于 而 
Ax+rBy+Cs+ DI=10 

之 鼎 的 距 浇 、 

86. 钙 刘 和 角 泽 标 肥 中， 下 面世 的 方程 为 Ax+ Byt+D=0， 冰 
z 轴 到 平面 下 的 忠 议 。 | 

7， 簿 直角 到 标 系 由 ， 如 果 一 个 平 曾 与 三 和 根 举 标 轴 均 相 变 ， 
则 三 个 蕉 距 策 数 的 平方 各 和 锋 于 原点 池 此 平面 的 踪 认 和 的 倍数 的 平 
方 。 

8 往 丰 角 奴 际 肝 中 ， 求 与 平面 

Ax-- BytCs+tD=0 

平行 且 与 忆 的 中 网 为 的 盏 面 的 片 竹 。 

9， 在 各 多 坐标 系 中 ， 议 

Hi: x+ 有 THCzTE=0 与 二 AxrByt+Cz+Ds=0 
至 行 ， 求 后 fi ,rs 等 距离 的 点 的 加 迹 。 

10， 人 三 疙 骨 沧 标 辽 中， 求 平 面 2=ax+ by+t 与 XO4 于 面 的 

1 洽 定 下 角 雁 标 系 ， 在 平面 束 

ALAIX+Byr Cs+ Do) ti(Axr + Bay t+ C+ Dy=0 
中 求 出 藻 衬 面 Ax 1 By+ Czs+DD=0 仆 家 的 不 面 和 的 方程 

12、 人 在 站 和 角 坐 标 对 中 ， 变 赤 的 方程 为 

Ax+t+ By+t+CstDi=0, i=1,2, 

说 二 与 fs 相 挛 ， 冰 el 与 fa 诡 成 的 二 鹿角 的 角 平 分 面 的 方程 ， 

*13, 求 到 是 个 纵 定 平面 的 路 钢 为 定 素 的 点 的 轨迹 。 

14， 证 曲 ， 罕 和 闻 中 满足 条 件 1A4x+ By+ Cst 避 | 所 训 的 点 分 
有 有 在岗 个 平行 秆 面 

Axt+t By+Cz+D+rdi=05 AxX+By+COs+D- d=0 
之 调 ， 

*15 .还 明 ， 寄 闻 中 油 足 条 件 fxf+ y+1z|<a 《0 指点 
位 于 中 心 企 原点 ， 顶 点 在 红 标 加 士 ， 且 硕 点 与 中 心 的 距离 为 4 的 
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及 面体 的 内 部 ， 
*16. 在 仿 射 坐标 系 由 ， 误 Ms AgaCxa 加 ss) 都 不 
在 平面 下; ArzT+Bzy+Cz+ 有 =0 上 ， 开 闻 志 2， 证 明 ，jM4 与 
Ma 在 平 而 工 的 同 侧 的 充分 必要 条 件 是 ， 
天 = 几 X 二 +C2 二 了 机 阁 = Xe 有 CT 


$3 直线 的 方程 ， 直 线 、 平 面 间 的 相关 位 置 


3.1 得 线 的 方程 


一 个 点 和 一 个 非 稀 向量 闫 定 一 条 
一 直线 , 到 一 个 伪 射 标 架 [LO ;el ,ez ,esj]， 


a 
9 已 短 点 Mo zol， 草 堆 击 量 
eh MH ox ,YY ,2). 现在 来 求 过 点 Mo 且 方 
向 各 量 为 ”的 直线 工 的 方程 。 


” 点 MCx,y,2) 在 将 线 1 上 的 充分 
必 颈 条 [6 是 MIM jv, MM = tp, 

[3 
2 4 是 实数 。 设 Mo,M 的 定位 向 量 分 


别 用 ro,* 表示 ， 则 由 .上 式 得 
r=ro+tv, (2.18) 
(2.18) 称 为 直线 的 向 量 式 参 数 方程 ， | 称 为 参数 ， 它 可 以 取 任 
意 实数 ， 参 数 计 的 儿 何 意 义 是 ， 加 好 在 声 线 ! 土 的 人 访 射 标 织 
[Lo 四 中 的 坐标 。 
将 人 ,18 用 坐标 写 出 ， 得 
和 = 0 十 上 
y= n+tr， {2,19) 
号 = 30 十 7Z， 
(2,19) 称 为 直线 的 参数 方程 ， 和 参数 1 可 丽人 村 党 实数 ， 
消去 参数 上， 因为 v 寺 06， 不 妨 谈 半 寺 9， 则 得 
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如 景 了 志和， 由 得 


一 YW ?+ {£2.20) 


如 果 了 =0， 则 zy- 男 =0， 于 是 如 果 规 定 分 母 为 雳 时 就 表示 分 子 
也 为 等 ， 则 (2 .20) 式 仍然 上 成亲。 


同 理 可 得 
Et, 《2.21) 
因而 有 
并 _ 0 一 {£2.22) 
(2.22) 称 为 直线 上 的 标准 方程 《或 点 向 式 方程 》， 它 实际 


-上 是 郴 个 方程 (2.20) 和 《2,21) 的 联 立 方程 组 。 标 准 方程 中 的 
(X,Y ,Z) 称 为 直线 5 的 方向 系数 , 它 是 ! 的 方向 向 晤 ”的 坐标 。 由 
于 对 任意 非 汰 实数 访 ， kv 也 是 工 的 方向 向 最 ， 所 以 (天 三 ,KY ,KZ2》 
也 起 1 的 方向 系数 ， . 

如 果 已 知 直 线 上 上 两 点 好 ge ,ds(xayyay gs) 则 
MiMs 为 ! 的 ~ 个 方向 向 量 ， 从 而 得 i 的 方程 为 : 


A 《2 .23) 


Xe CO— Va — Vy 吕 一 中 


《2.23》 称 为 宦 线 ! 的 两 点 式 方程 。 

任意 一 条 均线 可 以 看 成 是 某 两 个 相 奖 平面 的 交 线 ， 设 直线 ! 

是 相交 年 面 1 和 zs 的 灾 线 ，7; 的 方程 为 
Aix + BytCas+D=0, t=1,2, 
它们 的 一 奖项 柔 数 不 成 比价。 别 

Alx+ By+ Cs+D=0, 

{i + Byt+Csr + D=0 (2.24) 
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是 次 线 ! 的 方程 ， 称 为 ! 的 葛 通 方程 ， 
在 写 线 工 的 标准 方 组 (2.22) 可 写 出 它 的 许 薄 方 保 。 生 X 寺 0， 
出 人 .227 计 "学 碟 ， 


2.25) 


(2.25) 就 想 4 的 普通 上 方程， 第 一 个 方程 表示 平行 于 x 轴 的 平 
面 ， 第 二 个 让 程 表示 一 行 于 # 轴 的 下 而 , 对 于 和 =0, 而 Y 了 0 
(或 2 夸 0) 的 情况 可 类 位 讨论 、 
山下 线 ! 的 普通 方程 (2.24) 可 写 上 出 的 标 淮 力 程 。 先 找 直 线 
上 上 的 一 个 点 M6， 如果 
A 5) 
4 Bs 
出 售 =0， 再 去 解 ,9 的 一 次 方程 组 , 求 得 唯一 的 一 个 解 x = xo， 
= yn。 于 是 Mofxe,yo,0) 在 上 上 。 然 后 再 找 二 的 一 个 方向 向 量 
VC ,YY ,2Z)， 因 为 六 Ti， i=1,2， 所 成 有 
AIX+BY +rC2=0, 
(ax + BeY + C2 = 1h, 


二 0， 


全 
X=- B, C, - -| _- A4, 8, 
A, Bs 
则 
4 B;: Ci 
加 B, Cl|=0, i=1,2. 
| a B, Ca 
斯 以 澡 标 为 
8B 0 站， 人 A: Bl 
Qs oa oa a 1) (2,26) 
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的 向 量 " 与 rx;(1=1,2) 平 行 。 由 于 za 与 7 洽 程 中 的 一 次 项 条 数 
不 成 化 秽 ， 所 琉 (2 .2 但 中 的 三 个 行列 式 不 人 钨 为 党 〔 据 定理 1 .4)， 
的 
县。 有 了 i 上 的 :个 点 MM, 和 它 的 一 向 向 量 z， 就 可 以 让 即 
写 出 它 的 标准 方程 。 

由 于 直角 坐标 肢 是 特殊 的 仿 射 坐标 系 ， 记 以 上 述 一 印 结论 在 
直角 上 坐标 系 中 都 成 立 。 利 用 右 和 站 前 囊 标 系 的 特殊 性 ， 在 由 让 线 
的 普通 方程 写 出 它 的 国 淮 方程 时 ， 求 了 的 万 和 而 向 最 可 以 更 如 和 
观 ， 因 为 .Lin， 共 中 ri 是 zi 的 法 向 最 ，1=1,2; 所 以 可 以 取 
0 二 RX na 由 于 和 ;的 戏 标 是 C4,Bi,CD， 所 以 v= nix ns 的 尘 
标 就 六 (2 ,26)。 


3.2 两 条 一 线 的 相关 人 位置 
在 念 射 众 标 系 中 ， 设 坎 过 点 Mixi3t2D0， 方向 向 量 为 
OCX YL) f= 1,2, _ 
,与 [平行 的 充分 必要 条 全 是 如 02， 位 MM 人 1， 即 存 
在 实数 4， 使 得 m = ip， 但 对 一 场 实数 二 都 有 这 LN, 二 pn。 
i 与 i 重合 的 充分 必要 琳 件 尽 ojos gjMM， 即 在 在 实 数 
,4 使得 
V2 = 401， MMy = ko), 


上 与 1 相交 的 充分 必要 条 件 是 训 /M, ,vi ,vg 共 面 , 且 净 0. 
即 ， 
Xo 一 区。 1 
Vo JY Yi Ys 
so— 31 LI 7 
且 对 一 茵 实数， 稳 有 Ww Aw, 

1 与 民 异 而 的 这 分 必要 条 件 羡 避 MG,v,v4 不 共 耐 。 即 
A=20, 


4 二 二 人 《2 ,277 
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3,3 直线 和 平面 的 相关 位 守 
定 仿 射 坐标 冰 中 ， 设 雪线 上 过 点 or ,4,20) ,一 个 方向 向 
量 为 2C( 革 ,了 ,2)。 设 下面 工 的 方程 为 Ax+ By+Cz+D=0. 
! 与 平行 的 充分 必要 条 件 起 zx， Mo 不 在 x 上， 即 
AX+BY +CZ=0 日 Axo+ By + C20+ D0, 
1 在 下面 + 上 的 完 分 必要 条 件 是 vx， 目 . Mu 在 区 上 ， 即 
AX+BY +CZ=0 EH Axo+ ByotCzotD=0, 


i 与 趟 粗 变 的 充分 必要 条 件 趾 " 头 下 ， 即 
AX+ BY + OZA0. 

此 上 时， 将 i 的 做 数 方 程 

X= xo+tX, 

y= yo+ty, 

& 二 30 十 上 CZ 
代入 的 方程 中 ， 得 

Atxo + tXY + Blyo +tY) + OC + t2) +D=0, 

解 得 
Axg + By t+ Caot+D 


i ~ AXrBY iC2 ， (2.28) 


再 代 回 到 ! 的 参数 方程 中 ， 可 求 出 上 当 区 的 变 点 的 坐 慰 。 


3.4 例 
例 2.5 在 直角 坐标 系 忠 ， 相 线 上 的 方 程 为 


革 十 了 元 一 -十 2 
一 2 1 3? 
求 过 上 考生 平行 于 = 辅 的 平面 工 的 方 程 以 及 i1 在 xD 平面 上 的 
投影 的 方程 ， 天 且 画 国 。 
解 ”因为 上 的 普通 方程 总 
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= 
荆 T 1 二 
-2 3 


第 一 个 方程 表示 的 平面 就 是 经 过 虐 且 平行 于 = 轴 的 平面 ， 因 此 所 
求 求 面 亚 的 方程 为 


即 x+2y—1=0, 
在 xy 盏 面 上 的 投影 握 
是 平面 址 与 xY03 平 面 的 变 线 ， 
扬 以 二 的 方程 吕 
{ xX+21—1=0, 
己 = 0。 
为 了 戎 平面 元 ， 先 求 出 它 占 
x 轴 的 交点 (1,0,0) , 它 与 了 轩 变 图 2.6 


点 (0; 直 ,0). 为 了 画 均 绞 ， 先 求 出 上 与 0y 乎 面 的 交点 
(了 ， 访 ,0)， /与 x0z 平面 的 变 点 (1,0,1)。 


例 2.4 在 仿 射 坐标 系 中 ， 求 过 点 半 0C0,0, 一 2) ,与 平面 
Tl: 23K — yt 22—1=# 
平行 ， 且 与 让 线 


区 一 站 -3 gg 
tl - -一 = 


4 -2 1 


相交 的 直线 上 的 方程 。 
解法 一 ” 先 求 上 的 一 个 方向 疝 量 wx,Y,Z)。 央 为 上 过 虑 
M，， 且 与 相交， 所 以 有 
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3 一 0 -2 Y |=0, 


jo-c-2) 1 2 
即 X+Y -22=0, 


及 因为 上 与 Tt 平行， 所 以 有 

3 -YY+22=0, 
联 立 二 壕 两 个 方程 解 得 : 

X=0, Y=22., 
倒 2=1， 得 Y=2， 所 以! 的 方程 为 


解法 二 上 在 过 点 Mo， 且 与 平面 7! 平行 的 平面 Fas 上, 设 Ta 
的 太 程 为 
3x—y+2z+D=0, 
将 Ms 的 坐标 代 大 ， 求 得 也 =4。 所 凡 Ty 的 方程 为 
3X 一 乡 十 25 二 4 二 个。 
及 在 过 点 Mo 以 及 直线 扩 的 玫 面 Ts 上 ， Ts 的 方程 为 


-0 4 1-0 
y—0 -2 3-0 =0， 
2—(—2) 1 0-C—-2) 

即 x+y—22—4=0, 


因为 是 与 A 的 变色 ， 所 以 的 方程 为 
| 3x -y+22+4= 0 
x1y-2z-4=0, 
解法 三 设 ! 与 的 加 点 汶 避 2(xo p4232)， 因 汶 训 ;在 上 
上 ， 及 MMos 8/ 本， 所 以 有 
| 写 ya—3 Ys 


4 -2 1? | 
3(x2 = 0 - (#2 07+2(C2s +2)=0, 


有 4 


名 


前 之， 得 Mi 的 坐标 为 (0, 乡 ,~ 了 )， 因 紫荆 的 方程 为 


XX 
3 
0 了 1 
1 


区 


0 2 ”1 
习 题 2.3 
1 在 给 定 仿 射 坐标 系 中 ， 求 下 列 声 线 的 方程 。 
Cl 过 点 C2,3,5)， 入 交 系 烙 为 (1 343 
2， 下 给 定 的 直人 各 华 杯 系 中 ， 求 下 列 拥 线 的 方程。 
《1) 过 点 (一 1,2,9)， 翟 柏村 下 而 3xX + 2 一 2 一 5= 0: 
《2) 过 点 人 24 一人， 与 注 棋 弘 标 轴 炎 衣 用 等 。 
3. 将 下 列 直 绥 的 普通 汾 程 化 成 标准 方程 。 
一 +2= 涪 ， Hs—l=U, 
< | 3 一 由 人 0 Vy l=0 
dy+ 53+1=0; T= 0, 
4， 在 给 定 的 走 角 纵 标 对 中 ， 求 下 列 妊 线 在 x08 而 上 的 上 投 
并 夯 | 寻 。 


| 


2x+2y+1=0, 
YX+1_Y-2 gg-3 
(CD TT 了 (2 | 


0 4 二 38+ 吕 一 ] 三 9。 


5.。 独断 下 列 各 对 直线 的 位 置 。 


Xt+1_y-1 -2 x 了 一 有 32+5 


(人 3 -1 2 3 4 
二 J 十 定 三 省 x+2+1=0, 
02) | 站 | 
VSTT=0i x+y+1=0, 
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-1 y+tl 2S+2 _ 
3 = 与 3x+2y+2= 0 


‘1) 


(2 [与 x0 平面， 
和 320 


7 了， 求 直 线 ! 
AxX+Hy+Cs+D,=0, 
{ Asx + Bay + Ces+ Ds= 0 
与 z 轴 相 迹 的 条 件 。 
8 在 仿 射 坐 称 系 中 ， 求 下 列 平面 的 方程 。 
(1) 过 让 线 瑟 旦 平行 于 直线 避 ， 基 中心 的 方程 分 别 是 ， 


《2) 过 直线: 
| 2%—¥—-22+1=0, 
T+ 2 一 ?= 人 0 
托 且 存 y 轴 和 有 轴 下 有 相间 的 非 零 截 距 。 
《3) 经 过 两 平面 
Tt dx— y+3gs—1=0 和 To Xt By—2+2=0 
的 变 线 ， 关 有 卫 经 过 点 (1，1 ,1》。 
9， 在 给 定 的 直角 坐标 柔 中 ， 求 下 列 平面 方程 。 
《1)》 与 平面 Ti， 6x -28+3z+15=0 平 行 ， 且 这 两 个 平面 与 
点 人 ,一 2 -1 等 距 ; 
(2) 经 过 字 轴 ， 且 与 平面 2x*+y-w52-7=0 突 成 60" 角 ， 
(3) 经 过 点 人 2,0, 一 3)， 且 垂直 于 两 平面 
Ti 区 一 23+42 一 ?7=0 和 To: IX+5y-22+1=0, 
t0， 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 中 ， 求 下 询 座 线 的 方程 。 
《1》 过 虚 (1,0, -1)， 平 行 于 直线 5 
人 
-y= 0 
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(2) 法 点 (11;9, 的 ， 与 直线 已 和 所 均 相 安 ， 基 中卫 王 的 广 
程 分 别 是 ; 


(3) 焉 行 于 向 全 (8,7,1)， 且 上 与 详 线 上 和 4; 均 相 交 ， ,bs 的 
方程 分 别 是 ， 


Xt 13 于 一 XxX-—10 y+?7_ 2 

2 3 71’ 5 7 1 
11， 在 给 定 的 谨 角 坐标 系 中 ， 求 下 到 将 线 的 方程 。 
《1》 过 虚 (2, 一 1,3)， 与 丁 线 山 


-1 “0 2 
相 变 且 垂 站 ( 往 称 止 交 ); 
C2) 过 点 (4,2, 一 3)， 平 行 于 红 面 X+yw+z~10=0， 且 与 列 
线 五 


[ x+2y-s—5=0, 
2 一 10=0 


的 垂 线 ; 
(4) 经 过 点 Mo， 且 与 直线 r= mi+bto 正 变 ， 
12， 在 A4BC 由 ， 谈 P,Q, 中 分别 足 直线 4 ,BC,C4 上 的 
点 ， 寿 且 
AP -APB, BO =p00, OR -vARA. 
证 明 ，4A0, BR,CP 共 点 的 充分 必要 条 件 是 4pv = 1( 注 : 若 AQ， 
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BR_CP 盾 此 平行 ， 则 也 认为 它们 有 一 个 公共 点 。 这 在 第 七 齐 $1 
将 详细 讲 )- 
13. 出 改 标 法 证 明 问 维 定理 ， 若 三 角形 的 三 过 侠 次 被 分 害 
成 
A pA, ry, 


淆 中 4,4,v 均 为 正 实数 ， 则 此 三 角形 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 线 区 
于 一 点 ， 
14， 求 出 直线 ! 
Ax+By+Csi Di=0, 
| Aox + Bay + Cas + De=0 
和 符 硒 区 
Ax+ Byt+tC2stD=0 
术 行 或 在 上 的 系 件 ， 
*15， 证明， 如果 覃 线 忆 
Alx+ BytC2+ DD =U, 
| Asx + Bay +t Cas + Da= 
与 羡 线 恕 
Asx + Bay + Css + Ds = 
( Asx+ BY+ C+ OD =0 


四 灾 ， 那 末 
| A B) Cl DD, 
的 B: Cs Ds | 0, 
As Bs Cs Ds | 


和 AA, Bs 人 4 D, | 
16。 证 明 ， 任 何 与 直线 上 


| ABC 
Asx + Bay + Cos + Da= 0 
和 均线 所 
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{ Asx + Hay + Cam+ Ds=0, 
Axtt BytCs+D=0 
部 租 交 的 点 线 二 的 方程 为 ; 

ACAx Byt CE+t OD) tHCAN+ Bey + C2 + D) = 0, 

[ A CAR+ yt Cgt+ Day tH’ CALYT By + Os+ DD)=0, 

其 中 让 ,8 站 不 至 为 震 的 实数 ，2 ,KW 也 是 不 从 为 需 的 实数 

-17.。 评 明 ， 到 三 角形 的 三 个 硕 点 等 距 离 的 点 的 几何 罗 迹 是 
一 条 直线 ， 1 

*18， 在 直角 坐标 系 中 ， 给 定点 A(1,0,3) 和 Bt0,2,5)， 址 
线 i 


设 A,B' 各 为 六 昌 在 上 上 的 得 足 ， 求 147 虽 1 以 及 4 ,87 的 奉 
标 。 
*19. 在 优 身 坐 极 系 中 ， 求 出 过 点 问 0Cx0, 如 ,20》， 并 且 与 平 
ll 
Tis AX+ Biy + Cs+ D,=0, i= 1,2 
者 平行 的 吃 线 的 方程 。 


34 点 、 直 线 和 平面 之 间 的 度量 关系 
本 节 均 在 右手 雇 胃 从 标 邓 巾 讨论 ，。 


4.1 点 到 直线 的 距离 
设 直线 1 过 点 好 ko， 方向 向 


量 为 。 出 疾 2.6 看 出 , 点 析 到 站 芝 

线 工 的 距 凯 4 是 以 Mo 为 部 

边 的 下 从 中 过 形 的 底 边 ”上 的 1 5 
高 ， 因 此 有 和 图 23.6 


4 2| aoMxa| 


- ， (2 .297 
[2| 


4.2 ”两 条 直线 之 间 的 距离 


定义 2.1 两 条 直线 上 的 点 之 间 的 最 短 中 高 称 为 这 两 条 过 线 
闻 的 距离 . 

如 果 二 #52， 则 五 上 的 一个 点 到 如 的 焉 离 就 症 红 与 i 则 的 距 
离 ; 如 时 上 绩 上 刁 二 相交 成 重合 ， 则 4 上 刁 i 迟 间 的 中 窗 为 堆 . 

下 访 五 与 说 异国 ， fi 过 虚 前 ;， 放 向 向 量 为 vi, r=1,2， 且 
人 0 MM 

定义 2,2 分 别 与 两 条 蜡 面 世 线 妃 ,ts 息 近 相 诡 《 即 正 变 ) 的 下 
线 1 称 为 与 4 的 公 惟 线 ， 两 殿 足 的 连 线 段 称 为 公愤 线 段 . 

命题 2,4 ”两 条 异 和 而 记 线 红 与 的 公 乘 线 存在 且 唯 -…. 

证 明 存在 性 、 因 为 如 闪 52， 所 以 #51 与 5 xv 不 站 线 。 于 是 
MM ,D1,V1X Vy 决定 个 平面 
Tl。 同音， 问 ;,D2 ,D1X Vs 决 
定 …… 人 外 平面 了 Ts. 因为 呈 关 oa， 
根据 习题 1.5 第 11 题 我 们 知 ， 
UX CU X vo) IFva Xx CP x ve) 
不 此 线 ， 而 它们 分 别 是 ma 

四 2.7 | 和 za 的 法 向 量 ， 于 足 x 与 
Ts 必 相 变 ， 设 变 线 为 了 的 万 向 向 量 为 ， 
Faxdorxzs)]xLasxdrerxpz)]， 

据 习 题 1.5 第 10 题 知 ， 这 个 向 量 等 于 | x v2|?Cv xm%)， 因 此 ， 
VXvs 就 是 1 的 一 个 方向 向 量 ， 出 干 


Vx VoL vi i=1,2, 


所 以 
ili i=1,2, 
因为 与 上 者 在 ri 内 ， ox vo vi 所 以 | 与 二 相 变 ， 1=1, 


?0 


2， 这 表明 六 与 xy 的 交 线 【就 时 习 与 5 的 公 生 线 , 

蛤 一 性 。 想 如 也 是 到 与 的 公 牙 线 ， 则 1 的 方向 向 量 重 
站 于 Vi, i=1,2， 从 而 而 X va 就 是 的 一 个 广 商 向 最 。 因 为 下 在 
由 匡 和 vx vs 决定 的 平 辕 不 内， r=1,2， 所 以 王 是 Tt 与 73 的 
交 线 ， 于 是 !/ 互 上 重合。 

命题 2.5 琴 条 虹 面 让 线 误 与 的 公 重 线段 的 疾 就 是 与 i 
之 闻 的 距离 ， 


图 2.8 


证 明 说 PP 是 瞳 与 习 的 公 稚 线段 。 在 上任 取 一 点 Qi 
1:=1,2。 作 出 由 Mo 决定 的 平面 ， 于 是 公 重 线 P,P: Lx。 
向 台 : 作 天 的 蛋 线 ,更 垂 足 为 闪 ,因为 请 多 工 ,所 以 |PiP = JQN1， 
于 大 

1 1 守 |ONI = {PP,|. 
所 以 |]PPsl 足 与 上 的 点 之 间 的 最 短 有 距离， 

命题 2,6 设 两 条 趴 面 次 线 二 ,ls 分 别 过 点 Mi Ms， 方向 向 量 
分 别 汶 如 ,v2， 册 凹 与 红 之 辐 的 距离 为 : 

a -MMevx ve | (2.,30) 
[v1 x vs| 
证 明 设 恒 与 如 的 公 敢 线段 汶 PP,， 因为 公 疏 线 的 六 向 向 量 


为 xv PP fv x vs es xv MN 


?1 
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: 一 一 全 
a =|PP,|= | Pei = 人 PAY + MA。 + MP Yel 


= | MMi,rel 


一 一 了 
= | M Moe, vixva | | MM Vv xv | 
: [vw x zz| ， [vi x vo| 


公式 (2.307? 的 有 几何 意义 是 ， 请 条 虹 夯 直线 握 与 之 间 的 距 痪 
至 等 于 以 Ms ,oo 为 楼 的 平行 太 而 体 的 体 程 除 有 以 以 如 ,v2 为 
和 邻 边 的 举行 四 边 形 的 面 各 


4.5 两 条 直线 的 突 鲁 ， 直 线 和 平面 的 来 角 
定义 2,35 而 第 直线 的 灾 角 姑 定 为 儿 们 的 方向 商量 的 光 疝 或 
它 的 补 印 。 | 
定义 2.4 应 续 上 与 平面 zf 不 下 草 于 了) 的 严 角 规定 为 与 
它 在 工 寺 的 重 均 投 影 所 夹 的 锐角 9 ， 当 [上下 对 ，! 与 地 的 只 角 需 


设 平面 地 的 法 向 量 为 #2,i 的 方向 向 蝴 为 z。 则 从 图 2.9 和 小 出: 
Nn { A 
四 &= 了 了 —<v,n> 全 
=v n>- 了. 
图 2.9 因此 
sin P= |cos<v ,n>|, 
习 题 2.4 
1. 求 焉 列 点 到 高 钱 的 距离 。 
(1 点 (一 1 ,一 3,5》， 秆 线 
人 2 


(2) 


(2) 


{3) 点 (1;0,23， 直 线 
2 一 站 一 2 和 开明 
| 区 十 业 十 4 一 上 = 人 
求 下 列 各 对 雪线 之 问 的 距离 ， 


5 
-1 3 2 3 
¥+ 号 一 上 将 一 | 由 一 已 定 十 1] 
TT 


| 区 十 区 一 关上 十 1 = 人， 与 人 
xX+y=0 2X -#1 
荡 下 列 各 对 提 线 的 公 垂 线 的 方程 。 


至 
sl 


人 与 人 

名 二 必 2 二 总 一 了 = 

求 下 型 各 对 直线 的 夹 角 ， 

人 十] J 一 和 _ 名 十 和 4 -1 _#_i 
-1 TT 2 4 -3 

人 二 人 
x+z+2z+l=0D y+ 32+2=0, 


求 下 六 下 线 与 平面 的 严 角 。 
0 


平 硬 2x~z+1=0, 


6， 求 平面 hx + Byg+Cz+ 丰 =0 与 举 标 加 的 夹 角 ， 在 怎样 
的 条 件 下 ， 此 下 达 与 三 根 坐 标 轴 成 等 和 角 ， 
7 。 进 蜡 面 直线 ,4 的 方程 分 别 为 : 


i | TX 


WY XP 


求 与 上 ,bs 繁 旺 将 的 焉 而 的 方程 。 

8.， 已 知 琴 系 异 面 并 线 上 各， 证 明 ， 连 接 上 上 任 一 点 和 i 
上 任 一 点 的 线 误 的 中 点 轨 迹 是 公 咎 线段 的 悟 直 平分 面 。 

9. 在 直角 坐标 系 由 ,点 中 不 在 坐标 平面 上 ， 从 已 点 到 xDOz， 
xOgy 平 面 分 别 作 愤 线 ， 愤 足 为 好 和 六 。 设 直线 OP 与 平面 OMN， 
xOy ,yOx,zOx 的 死角 分 别 为 8,2,8,7。， 则 


csce2 = ceca + caetp + Psc2y ， 
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第 三 章 常见 曲面 


本 人 章 将 介绍 一 些 当 见 曲 击 ， 一 方面 了 解 如 何 利 有 曲面 的 几何 
特 性 建立 它 的 斑竹， 另 一 方面 熟悉 如 何 利 几 方程 研究 曲面 的 几何 
性 质 ， 本 章 的 讨 诊 均 在 布 手 但 角 坐 标 系 中 进行 


8$1 球面 和 旋转 面 


1.1 球面 的 普通 方程 
我 们 米 求 球 心 为 邮 gfxo, 则 ,2zo)， 尘 径 为 及 的 球面 的 方程 ， 点 
Mtx,y,z) 在 这 个 球面 上 的 充分 必要 牺 件 是 | MoM| = 只， 妈 ， 
(xX— Xo + Cy- yo) + (#20): = R?, (3.1) 
展开 得 
Xi + bx+ by + 2hsg te=0, (3.2) 
具 中 ， | = — Xo ,= 一 zy b= — ns = + #E + 22- R2, 
. 《3.1) 或 人 3.22 就 是 所 求 球面 方 徐 ， 它 是 一 个 三 元 一 式 方 程 ， 
诊 有 迹 及 项 ( 指 xy,xs,yz 项 )， 平 方 项 前 系 数 相 同 。 度 之 ， 件 一 
形 妇 人 3 .27 的 方程 经 过 配方 后 可 写成 : 
CT) tr Cy+tb) +t (s+ hb) re~ bi — bib}=0, 
当 Bi 好 二 虹 之 C 时， 它 表 示 一 个 球 心 在 ( 一 二 ,一 5, 一刀) , 毕 径 
为 v 放 T 夺 好 -5 的 球面 ; 当 如 + 如 +54 =c 时 ， 它 发 示 一 个 
虞 (一 下 一 Ba 一 a 当 如 二 如 + 和 之 0 时， 人 尾 没 有 轨迹 《或 者 说 
七 表示 一 个 虚 球 面 )， 


了 


1.2 球面 的 参数 方程 ， 点 的 球面 坐标 

邵 果 球 心 在 原点 ,年 徐 为 开 ， 
在 球面 二 作 取 一 点 Mr zz， 
有 队 好 作 xO7 面 的 垂 线 ， 王 中 为 
N， 连 OM,ON, 设 x 轴 到 ON 
的 角度 为 ,ON 到 OM 的 角度 
为 8CM 在 xOy 后 上 方 上 时， 8 为 
图 8.1 | 正 ， 芭 世 为 负 )， 则 有 


x= Reosd cosp, 人 < 

二 R Cc 0 sin nT 3 
J D5 与 人 , -0 ». {3.3) 
定 二 R sing., 本 


C3 .3) 称 为 球 心 在 原点 ， 平 径 为 及 的 球面 的 参数 方程 ， 有 两 个 参 
数 9,6， 基 中 y 称 为 经 度 ，9 称 为 纬度 。 球 耐 上 的 每 一 个 点 ( 际 去 
它 与 # 轴 的 安 点? 对 应 圈 一 的 -对 实数 《9,8)， 因 此 (9,9) 称 为 球 
面 上 点 的 曲 比 坐标 . 

因为 窗 间 中 任 一 度 轨 (Gx, 4) 必 在 以 原点 为 球 性 ， 上 以 
= [内 | 为 生 径 的 球面 上 ， 而 球面 上 的 点 (除去 它 与 轴 的 交点 
外 ) 又 由 它 的 肯 纹 坐标 (9,9) 唯 一 确定， 因此， 除去 2 畏 外 ， 空 间 
中 的 点 间 册 有 序 三 元 实数 组 (R,8, 丰 办 一 硝 定 。 我 们 把 CR,8,93 


称 为 宏 间 中 点 好 的 球面 坐标 (或 空间 极 坐 标 )， 共 中 R>0， 


n 机 - - 
-9 092n。 点 如 的 球面 系 标 《R,8,9) 与 如 的 直角 
坐标 (XY,y12) 的 美 系 为 

x=Reosteosy, R20, 


y= Reos dsiny, 一 7 < 《3.4) 
z= Rainf, 0< 雪 9<2x， 
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1.5 曲 而 和 曲线 的 普通 方程 、 参 数 方程 
从 球面 的 方程 (3 ,2 和 球面 的 参数 力 答 《3.3) 看 到 ， 一 般 来 
说 ， 则 面 的 普通 方程 是 一 个 兰 元 方 租 TGxys7=0。 此 面 的 参数 
注 程 是 例 两 个 参数 的 方程 : 
X= XH, LY, 
y= U5), SLS 《3 .53 
g= su, VU), 
共 中 ， 著 了 Gu, 由 的 每 一 对 值 ， 由 《3.5) 确 定 的 点 C(x,y,z) 在 此 有 曲 
而 上 ; 询 此 曲面 上 任 一 点 的 举 标 都 可 由 《4,v)》 的 某 一 对 值 通过 
《3.5) 表 未 。 人 是 通 过 井 面 的 参数 方程 43,5》， 塌 面 上 的 点 《可 能 
要 除去 个 别 点 ? 怀 可 以 山北 允 (Ca,z 来 确定 ， 因 此 《2 号 称 为 基 面 
二 点 的 曲 纹 坐 标 ， | 
宗 间 中 晓 线 的 普 省 方程 是 两 个 三 元 万 程 的 联 鞍 : 
和 
OxX, ,2)=0, 
区 室 癌 中 四 线 可 以 看 成 是 卫 个 出 而 的 安 线 ， 册 线 的 参数 方 姓 是 含 
有 有 一 个 参数 的 力 程 : 


x= XCt), 
y=yt), 和 ES 《3 .67 
= 01), 


共 中 ,对 于 ta 二 tsb) 的 每 一 个 租 , 出 (3.6) 销 定 的 点 (x,y,z) 在 此 
曲线 上 ， 从 此 曲线 上 任 一 点 的 华 标 都 林 由 的 某 个 值 通过 (3.6》 
表示 。 
例如 ， 球 击 莽 二 只 + 环 = 起 与 xo7y 平 面相 变 所 得 的 加 的 似 
递 方程 为 
全 + y+ 2: = 下 2 
号 二 人 


而 这 个 圆 的 参数 方程 是 
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x Reosyp, 
a p02T. 
2 二 0， 
1.4 旋转 面 
球面 可 以 看 成 是 一 个 竺 圆 红 学 的 直径 旋 转 一 湖 所 形成 的 典 
面 。 现 在 来 矿 究 更 一 般 的 情形 。 
定义 3.1 一 条 曲线 了 绕 一条 直线 ! 
旋转 所 得 的 此 而 称 为 旋转 面 。 上 称 为 辅 ， 
了 称 为 母线 ， 
母线 了 工 上 每 个 点 好 。 绕 上 旋转 得 到 一 
个 图 ， 称 为 纬 孵 ， 纬 加 与 轴 垂 站。 过 ! 的 
守 平 而 与 旋转 面 的 变 线 称 为 经 线 《或 子午 
线 )。 经 线 可 以 作为 得 线 ， 但 母 线 不 一 定 
已 知 加! 过 虚 加 (Xi; 如 ;31) ,方向 向 是 
为 ?Ci,m,n)， 好 线 卫 的 旋 程 为 ; 
{Ce | 
Gx,y,2)= 0, 
我 们 素 求 旋转 面 的 方程 。 
点 半 (x ,yo;z#) 在 族 转 面 上 的 充分 必要 条 作 是 吝 在 经 过 母线 下 
上 划一 点 Motxo,y,z0) 的 纬 加 上 (如 图 3.2)， 即 ， 用 母线 了 上 的 
一 点 使 得 好 和 六, 到 轴 上 的 距离 相等 (或 到 轴 上 一 点 六 | 的 距 
离 相等 )， 并 且 MoM_LI。 因此， 有 
Ftxo, 30，z0 二 全 
G(xo, yo, 20) = 0, 
[MM x ol = | MM x ol 
lx —xo) tmOy— Yo) + Hs — so) =0, 
大 这 个 方程 组 中 消去 基数 Xo, 如 ,zo， 就 得 到 x,y,3 的 方程 ， 它 就 
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是 所 求 族 忽 面 的 方程 ， 
现在 设 旋转 轴 为 > 轴 ， 母 线 工 在 y0z 平面 上 ， 革 方程 为 
人 
T= 人 0, 
则 点 可 (x,y,2) 在 旋转 面 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 
fyo zo) = 0, 
xn 三 由 
be 
1 (z~20) = 0, 
消去 套数 xo,yo,20， 得 
f(t tI ,= 0, (3.7) 


(3.7) 就 是 所 求 旋转 面 的 方程 。 由 此 看 出 ， 为 了 得 到 y0z 平 面 上 
的 曲线 三 绕 z 轴 施 转 所 得 的 旋转 面 方程 ， 只 要 将 母线 全 在 yO 
平面 上 的 方程 中 #5 改 成 w+ 妨 ， #2 不 动 、 坐 标 平 面 上 的 曲线 
线 华 标 轴 施 转 所 得 旋转 面 方 程 都 有 类 似 的 规律 。 


例 3.1 母线 工 
他 
二 八 
线 z 轴 旋 转 所 得 旋转 亩 方程 为 
X2 十 所 =2pzy 
这 个 曲面 称 为 旋转 抛物 面 ( 如 图 3.3?。 
例 5,2 母线 工 
x 2 
a l, 
名 一 们 


终 工 轴 旋 铸 所 得 出 而 方程 为 
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图 2,8 二 3,4 


这 个 曲面 称 涩 旋转 双 叶 双 曲 画 ( 如 图 3.4), 7 站 弹 y 贰 族 转 所 得 曲 
面 方程 为 
N+ 
3 


Hy 
pe ]， 


这 个 曲面 称 为 旋转 单 叶 双 曲面 (如 图 3.5)， 
俩 3.5 加 


(x— A+ er 
| (Orea) 
y=D 

绕 3 辆 族 转 所 得 则 斩 为 


CFTR +e, 


图 3,6 


好 (x+ y+ ota) = ax + ye), 
这 个 曲面 称 为 环 面 (如 图 3,6)， 
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例 3.4 设 记 和 和 所 是 酚 条 民 面 医 线 ， 尼 的 未 玲 在 。 求 直线 在 
族 续 所 得 曲 硬 的 上 方程 。 

解 设 记 和 后 的 距离 为 4。 凡 扣 为 z 生 ,以 上 和 4 的 公 焉 线 
为 x 加 ， 旦 使 上 6 与 * 御 的 问 点 为 (4,0,0)， 建立 一 个 右手 直角 垦 
和 标 系 。 设 6 的 方向 向 量 汶 vQ,t,n)， 因 为 蔬 与 了 轴 生 站 ， 所 以 
:el=0， 得 1=0。 因 为 上 4 与 二 是 匣 ， 所 应 0 六 es, 于 是 mr 夺 0。 
因此 可 设 ? 的 举 标 为 (0,1,8)。 因 为 贡 与 不 以 走 , 所 以 oo， ea 于 
0 ， 于 是 5 二 0。 因 此 ，4s 的 参数 方程 为 


X= 
y=t, 一 69 二 
名 二 证 ， ， 
点 必 在 旋转 曾 上 的 完 分 必 槛 生 件 臣 
(Xo= 0 
| yo=t, 
zo= bi, 


1 

| xz+ y= x$ + y8, 

NI 2-80) =0. 
浓 去 参数 Xo do Soty 得 


2 
x? -arp 
x2 2 2 
吕 ta m1. 
这 是 一 个 旋转 单 上 时 双 册 而 ， 
习 题 3.1 


1. 来店 列 球 避 的 中 心 和 省 和 从 ， 

(C1) KI+ 12x+ dy— B23=0; 
(2) #2 332x+ dy 63 22=0, 
2. 求 下 列 球面 的 厂 程 ， 
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ti) 应 点 401,0,3),8(2, ~1, 人 ) 的 连 线段 为 深 径 ; 
C2) 过 点 (1 一 1,1), 0012，- 1 2 3 0 和 坐标 原点 
(3) 过 点 《1,2,5)， 与 三 个 坐标 平面 相 切 ; 
(4) 过 点 (2, -4,3)， 卫 包含 图 ， 
人 
2= 0。 
3。 过 蒜 面 上 一 点 与 此 点 所 作 守 径 丰 王 间 的 平 下 是 做 切面 。 
给 定 球面 
二 如 十 并 十 2X 一 d+ ds 一 20=0, 
求 过 这 球面 上 一 点 (2,4,2) 的 切面 方程 。 
4。 下 面 Ax+ BytCz+D=004>0; 了 CD<D0) 与 三 个 
坐标 琅 面 组 成 一 个 四 面体 ， 求 内 切 于 这 个 四 面体 的 球面 方程 ， 
5。 求 下 列 况 的 中 心 和 持 符 ， 
C1y 和 
2 十 +Eg+1T=03 
2) x2 + y+ so= RR, 
[cp 
6。 求 过 三 点 (3,0,0),C0,2,0),C90,0,1) 的 园 的 方程 ， 
7。 证 明了 曲线 
x=38int, 
y= aint, 
= 00ost 
是 一 个 贺 ， 霸 求 恋 贺 的 中 心 及 侍 径 ， 
*8。 证 明 ， 曲 线 


二 
1 十 招 十 夺 
t2 
Yo 
£3 
妆 一 -一 一 一 一 一 -一 一 
1 十 权 填 认 
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《- ce<i< + 的 ) 裘 未 一 条 球面 曲线 ， 莽 且 求 它 所 在 的 球面。 
9. 求 旋转 面 的 方程 


z= 二， 
(5) {oy 4 《0.504014 二 0) 绝 = 熏 施 转 
?+ 9y = 36, 
CD 人- 绕 *+ 轴 旋 乱 ， 
2 2= 1， 
GD [全 绩 ? 和 旋转 
XY = 02 
(8) |。 。 ” 绩 这 曲线 的 产 近 线 施 转 ， 
Y=, 
(C9) {2 绕 y 轴 旋转 ， 
名 2=1, 
010) 人。 ””. 绩 z 轴 旋转 ， 


*10， 证明，z= 元 车 严 表 示 一 个 旅 转 面 ， 并 且 求 它 的 母线 和 
转生 
1 适当 选取 举 标 系 ， 求 下 列 轨 迹 的 方程 . 
(1) 到 两 定点 距离 之 比 等 于 常数 的 点 的 轨 述 ; 
(2) 到 两 定点 距离 之 和 等 于 常数 的 点 的 罗 壕 ， 
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《37 到 定 琅 而 和 定点 办 距 离 的 点 的 要 


32 柱 列 和 锥 卫 
?.1 竺 面 方程 的 建立 


定 尺 3.2 一 条 查找 1 注 着 一 条 民间 南 线 于 行 移动 时 所 形 
成 的 山 面 称 六 社 画 。 1 称 汶 母线 ，C 称 为 准 线 ， 
控 定 六，。 平 器 也 是 杜 面 ， 
对 于 -一 个 斥 面 ， 它 的 淮 线 和 怀 经 入 不 瞧 一 ， 届 雪线 方 向 唯一 
《除去 平面 外 ?》。 瑟 每 一 称 择 线 都 相 迹 的 曲线 均 可 作为 维 线 

设 一 个 仁 面 的 导线 方向 为 ?Gm,n)， 汰 线 C 的 方 名 为 

: 人 

Gx,y,2) = 0。 


A 我 们 来 求 这 个 社 面 的 力 程 . 
| 点 GY 在 此 村 而 上 
| tM fs 的 充分 必要 条 件 是 必 在 某 
| 一 线 上 上， 即 ， 有 淮 线 C 上 一 点 


Mo(Cxo, gs) 使 得 好 在 过 Mo， 
图 3.7 且 碟 向 为 的 直线 上 (5 如 图 3.7)， 


好 [Xe Yo, 20) = 0, 


x= Kor lu, 


| = 0 


Y= Vo + mi, 
| > = 20+nu, 
消去 xy 加 any 得 
(oe 

GX-lu,y -miu,s nu)=0 
再 消去 参数 上 ， 得 到 x,y,s 的 一 个 方程 ， 就 是 所 求 往 面 的 方程 

如 果 给 的 二 准 线 避 的 参数 方程 
Ba 


X= f(t), 
y= 9(t), east (3.8) 
字 二 ht), 
则 得 弹 寻 得 往 面 的 参数 方程 为 
x+ 
Ql 和 bb， 
y= g(t) + mu, : 《3.9) 
3 一 [La 
2 = hity + nu, 


2.2 圆柱 而 ， 点 的 标 面 坐标 


现在 来 看 圆 杆 面 的 方程 。 阅 柱 所 有 一 条 对 称 轴 工 ， 辆 柱 面 上 
每 一 个 点 到 辅 的 距 闹 都 相等 ， 这 个 距 食 称 为 圆柱 面 的 中 和 从 。 图 
竺 面 的 准 线 可 取 成 一 个 圆 C ， 它 的 母线 方向 与 准 线 圆 答 直 。 芥 果 
知道 淮 线 圆 的 方程 和 母线 方向 ， 则 可 用 2.1 中 所 进 方 法 求 出 圆柱 
面 的 方 竹 。 如 果 知 道 区 柱 面 的 中 从 为 * ， 母 线 方 商 为 om 
以 及 图 桂 四 的 对 称 铺 折 经 过 记 oa 区 点 Cr 
在 此 加 福 面 上 的 充分 必 到 条 件 是 扣 到 畏 的 距离 等 于 7， 

| xo| _ 

回 

由 此 出 发 可 求 得 贺 杜 面 的 方程 。 特别 地 ， 若 融 柱 而 的 中 径 为 + ， 
对 称 轴 为 = 轴 ， 则 这 们 圆柱 而 的 方程 为 

Xr {3.10) 

宏 间 中 性 意 一 点 苛 Cx ,9,3) 必 在 以 T= w 妇 + 后 为 华 径 ， 以 

= 轴 沪 对 你 辅 的 圈 柱 面 上 。 有 显然 这 个 圆柱 面 的 参数 力 程 为 


X=r Cos 有 


OOH, 

y=r sind, 

= 1 一 t+ oo, 
因此 ， 贺 杜 面 上 的 点 冲 被 数 情 (, 贡 ) 
所 确定 。 亿 而 寄 间 中 性 一 点 训 被 有 序 
三 却 实 数组 (rf .0,4) 所 确定 。(r ,98,4) 
称 为 点 贡 有 的 柱 夯 坐标 。 点 亲 的 杜 面 坐 


标 与 它 的 直角 从 标 的 英 夭 是 ， 


x=r Cosy, t+), 
y=r ind, 0 27, {3,11) 
二 dU, 一 的 +， 


2.5 杜 面 方程 的 特点 


从 C3.10) 看 到 ， 和 母线 平行 于 z 轴 的 圆柱 面 的 方程 中 不 合 z 
( 即 = 的 系数 为 震 )， 这 个 结论 对 于 一 般 的 福 面 也 成 芯 ， 即 ， 我 
们 有 

定理 3.1 营 -… 个 柱 询 的 母线 平行 于 = 轴 ( 或 x 轴 ,或 4 轴 )， 
则 靠 的 方程 中 不 售 = (或 xx， 或 了 ) 反之 ， 一 个 三 元 方程 如 果 不 
售 3(《 或 4， 或 了 ), 则 它 一 定 表示 一 个 母线 平行 于 = 轴 ( 或 x 轴 ， 
或 y 轴 ) 的 柱 而 ， 

证 明 ” 设 一 个 桂 面 的 峡 线 下 
行 于 z 轴 ， 则 这 个 柱 面 的 每 条 母 
线 必 与 xOy 面相 变 ， 从 而 这 个 
柱 面 与 xOy 面 的 迹 钱 心 可 以 作 
为 淮 线 ， 设 的 方程 是 

人 


立 二 站 。 


点 克 存 此 柱 面 二 的 充分 必要 条 件 

槛 8.9 是 ;有 玲 线 C 上 一 点 M(x0, ,20) 
使 得 邮 在 过 1 且 方 向 为 0,0,1) 的 直线 上 ， 褒 此， 有 

fo = 0 

20 = 0 

X= Xo 

y= Yo 

= 0 二 


消去 xzoy 加,z0, 得 
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(7 
2 =, 
目 于 参数 4 可 以 取 人 总 实数 值 ， 于 是 得 到 这 个 柱 面 的 方程 为 
jx 的 =0 
反之 ， 征 给 一 个 不 售 = 的 三 元 方程 9(x ,的 =0， 我 们 考虑 以 
曲线 C7 
{0 0， 
二 0 
为 淮 绕 ， 以 = 轴 方 向 为 母线 方向 的 柱 面 ， 由 上 述 议论 知 ， 这 个 福 
面 的 方程 为 gz, 有 = 0， 因 此， 方程 g(x,y) = 0 宸 示 一 个 母线 在 
行 于 > 辅 的 柱 曾 。 
母线 平行 于 轴 或 y 轴 的 情形 可 类 似 过 论 ， 
例如 ， 方 程 扎 + 此 - 1 = 0 表示 母线 平行 于 = 轴 的 桂 面 ， 世 与 
xOy 面 的 交 线 为 


这 策 变 线 是 椭 园 ， 因 而 这 个 柱 古 称 为 精 圆 标 面 (如 图 3,10)， 
类 供 地 ， 兴 程 
x2 y 
”| 村 x 2py=0 


分 别 表示 耻 线 平行 了 # 铀 的 双 曲 枉 面 ,抛物 标 通 (分 别 如 图 3.11 


2.4 锥 面 方程 的 建立 


定 交 3.5 在 寄 间 中 ， 出 萌 线 CL 上 的 点 与 不 让 CC 上 的 一 个 定 
点 sz 的 连 线 组 成 的 曲面 浆 沟 维 曾 。 dd 称 为 顶点 ,2 称 为 准 线 ， 
C 上 的 点 与 闻 。 的 巡 线 称 为 母线 ， 
一 个 锥 而 的 准 线 不 叭 “， 与 每 一 条 生 线 都 相交 的 曲线 均 强 作 
为 淮 线 ， 
讶 一 全 雏 面 的 质点 为 邮 o(x6 的 ,so7， 淮 线 口 的 方程 为 
的 
Gx,y,2)=0, 
我 们 来 求 这 个 锥 而 的 方程 ， 
点 要 (x,y, 引 在 此 鲍 面 上 的 大 分 必要 条 件 是 ， 训 在 一 条 桂 线 
上 下， 下, 淮 线 上 有 一 点 Ms ,#1,21) 侦 得 ME 在 将 线 和 对 十 。 外 
上 此， 有 | 
rx 1, 21) = 0, 
G(X 1 S17 = 0), 
{ X= Ao TX os, 
= + Cy ~ you, 
21= oF (~ En) 
消去 Xi ,如 131 得 
pe {XxX— XoNu, ot Cy oH, 30+ CE— eu = 0, 
Gro CE ou dot CI yo, Sot (2— E00u) = 0, 
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再 消去 芋 ， 得 到 xy, 的 一 个 方程 ， 就 足 所 来 锥 面 的 方程 


2.5 圆锥 面 


对 于 图 锥 再， 亿 有 一 根 对 称 辅 上 ， 它 的 每 一 条 母线 与 困 革 来 
的 锐角 都 相等， 这 个 锐 衣 称 为 圆锥 人 向 的 半 顶 角 。 与 轴 二 菲 直 的 平 
面 截图 包 而 所 得 训 线 为 癌 。 如 末 已 知 准 线 加 方程 和 项 点 Mo 的 坐 
标 ， 则 用 2.4 所 还 方法 可 求 得 圆锥 面 方程 。 如 果 已 知 顶 点 的 毕 标 
和 回 ! 的 方向 商量 以 及 折 顶 角 a ， 则 点 好 (xz 在 圆锥 面 上 
的 充分 必 更 条 件 是 ， 
CNM, v>=9 或 并 -0 
因此 ， 有 
leoscHMoM ,o>| = cosa, G3.12) 
由 (3.122 可 求 得 圆锥 画 的 方程 。 
例 3.5 ” 求 以 三 根 坐 标 辅 为 母线 的 圆锥 面 的 方程 。 
解 显然 这 个 圆锥 面 的 项 点 为 原点 上 ， 设 轩 了 的 方向 为 到 
因为 三 根 谷 标 轴 为 母线 ， 所 以 由 C3,12) 得 
|coscel ,pg>| = 1cosces,D>| = |cosces ,o>|. 
因此 ， 轴 | 的 一 个 方 疝 向 最 0? 的 坐标 为 《1,1,1) 或 《1,1, 一 1) 或 
(1, 一 1 让 或 1, -了 ,一 1)。 考 虑 5 的 化 标 为 (1 ,1,1)， 共 余 三 种 
情形 可 类 似 讨 论 ， 
因为 点 Wifz 2 地 在 这 个 国 锥 面 上 的 充分 必要 荣 件 是 
|cos<OM ,o>| = |coscer, o>|, 


即 
[OM .al -le ol 
JBMIIol | 
于 是 得 
XY+ YE+ X= 0, 3.13) 


这 就 是 所 求 的 一 个 圆锥 面 的 方程 ， 
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2.6 雏 面 太 程 的 特点 
方程 3,13) 的 特点 是 ， 每 一 项 都 是 二 次 的 ， 称 为 二 次 齐 次 方 
程 。 和 如果 售 PCX,y,2) = XYy+ 92+Xz， 则 有 
Pex ty, ts) = txy + Ys + ra) = PCx, y,2), 3.14) 
甘 柔 式 (3.14) 可 反映 方程 (3.127 是 二 或 齐 式 方程 的 这 一 特点 。 一 
般 地 ， 有 
定义 3,4 FCx,y,2) 称 为 是 x,y,z 的 n 次 齐 次 画 数 (1n 是 怠 
数 )， 如 果 . 
Fitx, ty,t2) = t"FOx,y,2) 


对 于 定义 城中 一 切 *,y,s 以 及 对 于 任意 非 守 实数 上 都 成 立 。 此 
时 ， 方 程 了 (x,y,#)=0 称 为 x*,y,z 的 fn 次 齐 次 方程 
定理 3.2 x,y,z 的 齐 次 方程 类 示 的 曲面 (添上 原点 一 定 是 
以 原点 为 硕 点 的 锥 面 .。 
证明 设 P(x,y,z) =0 是 nn 次 齐 次 方程 ， 它 表亲 的 曲面 添上 
原点 后记 作 仿 。 在 SSS 上任 取 一 点 MoCixo, Wo, So), Mi 不 是 原 点 。 
于 是 浊 线 OM 上 和 尾 一 点 计 夺 0 的 开标 CX1; 训 ,1) 适 合 


XI = Xot, 
= yt, ED。 {3.15) 
31 = eol, 
全 而 有 
FOxiy is) = PCrot, yot, ot) = tr FCXo, yo, 20) = 0。 


(3,16) 
因此 Mi 在 SS 上 ,于 十 整 条 直线 OM 都 在 8 上 , 所 以 S 是 由 过 原 
点 的 一 些 站 线 组 成 的 ， 这 说 明 ”是 锥 面 。 
定理 3,5 在 以 锥 面 的 项 点 为 原点 的 直角 维 标 条 里 ， 锥 面 可 
以 用 x,y,3 的 齐 葡 方程 囊 示 。 
还 明 从 中， 
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习 题 5.2 


1 求 中 征 为 2 ， 对 称 辅 为 > = 分 = 到 的 圆柱 面 方程 
2. 设 网 柱 面 的 对 称 轴 为 : 

革 二 上 

y=1+2t, 

守 二 一 3 一 了 


且 蕊 锦 点 MG- 21 在 这 个 图 柱 面 .C， 求 这个 圆柱 面 方程 。 
3. 已 知 圆柱 面 的 三 条 母线 为 : 
X==2, KX+l==3-1, XX-1=y+l1=?, 
求 这 个 阅 杜 面 的 方程 ， 
4， 求 挂面 方程 。 
(1》 准 线 为 


X= 0 
母线 下 行 于 x 轴 ; 
2》 稚 线 为 
人 4， 
二 0, 


母线 方向 为 (] ,1,1); 
(3)》 浴 线 为 
人 
2x2 二 282 十 名 一 2， 
母线 石 癌 为 一 1,0,173 
C4) 淮 线 为 
人 
X= 22, 


终 线 垂直 于 准 线 所 在 平面 。 


5。 求 淮 线 为 


各 二 站 
的 回 柱 面 的 方程 ， 这 样 的 国 柱 面 有 几 个 ? 
6 求 顶 点 为 41 ;2,3)， 轩 与 平 而 2x+23 一 +1=0 王 直 ， 
母线 与 轴 夹 角 为 的 蜀 锥 而 的 方程 。 


7。 求 顶 点 为 (1,2,4)， 轩 与 平邮 28 + 238+2=0 垂 页， 且 经 
过 点 《3,2 ,1 的 回 锥 而 的 方 穆 。 

8， 给 定 球面 * 二 全 + 22+2x-4y+ 42-20=0, 求 以 (2,6,102 
为 现 点 的 切 馆 面 的 万 程 。 

9。 求 锥 而 方程 。 

C1》 顶点 为 (4,0, ~ 3)， 淮 线 为 


2 
2 
25 9 


2 二 人。 


《2) 顶点 为 原点 ， 淮 线 为 


Y2 ， 
x2 一 一 一 1 
y= -5, 


《3)》 顶点 为 原点 ， 淮 线 为 
人 
Xt+ y+22—5=0, 
(4) 顶点 为 (0,0,2R)， 洪 线 为 
XR 
{ow pyr ocr dao 
10. 已 知 锥 面 S 的 顶点 为 (2,5,4),，S 与 y0z 焉 而 的 交 线 为 
一 圆 ， 这 个 贺 的 圆心 为 (0,1,1?， 中 径 为 2， 求 这 个 锥 面 方程 。 
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*11 .已 知 球面 + 如 + 如 =1 的 外 切 柱 面 的 母线 牌 直 于 平 
西 x+y- 2 一 5=0， 求 这 个 杜 面 方程。 

*12. 证 明 ， 球面 的 外 切 柱 而 是 同仁 面 ， 

*13. 坟 x 转 和 3 轴 分 别 作 动 于 面 ， 交角 0 是 常数 ， 求 交 线 
的 轨迹 方程 ， 厦 且 证 明 它 是 一 个 锥 而 。 


33 二 次 曲面 


前 面 两 节 ， 我 们 抓 往 儿 杂 特 征 很 明显 的 球面， 旋转 面 ， 柱 
面 ， 锥 面 建立 它 的 方 牺 。 本 节 则 对 于 比较 简单 的 二 次 方程 ， 从 方 
程 出 发 去 研究 图 形 的 性 质 。 

我 们 已 经 知道 三 次 方程 


各 + 一 1 = 0 -+1 =0, x +2p7y=0 
分 别 表示 椭圆 柱 面 ， 双 曲 柱 面 和 白 物 柱 面 。 而 二 决 方 程 
s+ 站 一 a= 0 
则 麦 示 二 次 锥 面 。 现 在 再 研究 几 个 二 次 方程 由 示 的 图 形 . 
3.1 椭 球面 
方程 
和 22 
+ 区 + 和 =1Ca,b,c>0) {3.17) 


类 示 的 图 形 称 为 精 球 面 。 它 有 以 下 性 质 ， 

《1) 对 称 性 。 因 为 方程 (3.17) 中 用 -x* 代 x， 上 方程 不 变 ， 于 
是 若 点 P(x,y,2) 在 椭 球 面 (3.17) 上 ， 则 P 点 关于 ys 面 的 对 
称 点 (一 *,y,z#) 也 在 此 椭 球 面 .EE， 所 以 此 勿 球面 关于 yOz 面 对 
称 。 千 什 ， 册 于 03.47 中 用 - 民 y《 一 #s 民 多) 方程 不 灾 ， 所 以 
此 椭 球 面 关 于 *Oz 面 (xOy 面 》 对 称 ,因为 方程 人 C3.17? 中 同时 


93 


用 -并 代 #， 用 -Y 代 乡 ， 太 程 不 变 ， 所 以 图 形 关 于 轴 对 称 、 
交 似 的 埋 由 知 ， 图 形 关 于 了 轴 有，x 轴 也 对 称 。 因 为 人 3.17? 中 同时 
用 -x* 代 XxX， 一 J 代 y， 一 s 代 名， 方程 不 变 ， 所 以 图 形 关于 原 
点 对 称 ， 总 而 嘻 之 ， 三 个 坐标 面 都 是 蔽 球面 3.17) 的 对 称 于 面 ， 
三 极 坐 标 轴 都 是 它 的 对 称 轴 ， 上 原点 羡 它 的 对 称 中 心 ， 

{2)》 范围。 由 方程 (3.17) 立 即 看 出 ， 

|xj<a, [yle?, |z|&e. 
C3) 形状 。 则 而 C3.17) 与 xOy 而 的 变 线 为 ; 


x 
a bi=1, 


2= 0。 


这 是 在 x0 而 上 绚 一 个 贿 圆 。 同 盟 可 知 ， 明 面 (3.17) 与 yO8 
看 txOz 型 ) 的 交 线 也 是 椭 癌 ， 

用 苗 行 于 x0y 面 的 平面 = 中 蕉 曲面 43.17? 得 到 的 交 线 《 称 
为 截 口 ) 为 : 


x 2 h2 
- -十 了 -一 一 - vs 
a Pe or 
2 =， 


当 || < 时 ， 截 口 是 
和 类 圆 ， 当 1#| =e 时 ， 
截 口 是 一 个 点 当 
1 >>e 时 ， 无 轨迹 。 

《4) 色 商 线 。 把 
平行 于 xy 而 的 裤 
口 找 影 到 xx 面 上 
得 到 的 投影 线 称 为 等 
高 线 《〈 碟 下 页 的 图 


5.2， 音 时 双 曲 面 和 双 叶 双 曲 面 
Es 
tp Co 


洒水 图 形 称 为 间 叶 双 同 面 它 有 个 迹 性 质 : 
《1 对 称 性 ，。 三 个 毕 标 面 都 是 此 赂 形 的 对 称 平面 ， 三 棋 众 标 
轴 都 是 它 的 对 称 轴 ， 原 和 点 是 它 的 对 称 中 心 。 
《23》 范围 。 目 妆 程 人 .18) 得 ; 


到 区 2 


=1 (acm0D) 《3 ,1 8) 


所 以 此 曲面 的 点 全 在 柱 而 


的 外 部 或 林 面 上 。 


图 3.15 图 3.16 


(3》 形状 。 此 曲面 与 X09 面 的 突 线 为 


3 
| 
各 二 上 昨 y 
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这 是 一 个 三 四， 称 为 此 曲面 的 隔 精 图 
此 曲 首 行 xOz 面 ，y0z 面 的 奖 线 分 别 为 : 


| Pa 
Bal rl 


= 0 


y x=0, 
它们 者 是 双 曲 缕 、 
此 曲面 的 琅 行 于 x03 而 的 截 癌 为 


x a 加 2 
eee 


这 是 燃 癌 ， 基 且 当 广 |[ 捕 入， ,本 四 的 并 、 短 华 畏 ; 


a -hr + ， br = 外 + 


均 增 大 ， 
《4) 渐 近 锥 面 。 锥 面 
到 + 苇 - 和 = 0 
称 为 曹 呈 驭 明 面 (3.187 的 渐 近 锥 面 ， 
用 平面 z= 上 截 此 锥 面 ， 鹤 各 为 
Wh? 
天 0 
2 二 上 由， 
这 个 椭圆 的 上 长 、 短 侍 轩 分别 为 : 
oz =a 上 |， pr -blil 
个 
因为 
疮 
a or=ah+ 旺 al 下 -i [ET? 
1+~sT 
[nm [ 邮 


(3. 


19) 


所 以 ,dim (a -a7) =0， 同 理 im 全 一 5 =0。 这 说明， 
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当 |4| 无 限 增 大 时 ， 单 叶 双 曲面 的 截 口 精 贺 与 它 的 渐 近 锥 面 的 裁 


口 酉 男 作 六 接 近 ， 即 ， 单 叶 观 曲面 与 它 的 源 近 锥 面 无 限 地 任意 接 
方程 
x 2 _ 
二流 一 = —1{a,b,c™>0) C3,20) 
表示 的 图 形 称 为 双 时 双 曲 面 。 筷 有 个 


迹 性 质 ， 

《1)》 对 称 性 。 半 于 坐标 面 ， 侍 标 
畏 ， 原 点 均 对 称 。 

《2) 范围 ， 由 (3.20) 得 |z| 六 2， 

《3) 形状 ， 此 曲面 与 x0y 面 无 
交点 ! 与 x*O# 面 ，yO# 面 的 交 线 分 
别 为; 


2 2 2 2 
图 名 .47 

y=0, =0,. 

它们 都 是 驱 则 线 。 用 村 面 z=h(#| 实 人) 类 截 此 曲面 得 到 的 截 曲 
和 2 kh 
为 B+ 
2 二 上 上， 

这 是 椭圆 或 一 个 虚 、 


(4) 渐 近 雏 面 。 匆 面 
x Dy 2 
mi 


也 是 双 叶 双 则 面 人 ,20 的 渐 近 锥 面 。 
3.3 精 圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 
方程 
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+ = 22Cp,q0) £3,213 
裘 永 的 曲面 称 为 精 圆 怨 物 面 。 它 有 下 述 性 质 ， 
《1) xOz 曾 ，yOz 而 是 它 的 对 称 平面 : 2 加 是 对 称 轴 。 
(2) 范围 ， a 
(3》 形状 ， 它 与 x0s 面 ，y03 而 的 变 线 分 别 为 
一 2P2， 全 292， 
y= 0, X= 


这 些 太 是 抛物 线 。 用 平 鹿 *= 有 Ch0) 去 截 此 曲面 得 到 的 截 吾 鸭 ; 
空气 -2 
p 4 


过 二 大: 
它们 是 袖 圆 或 一 个 点 《 见 图 3.18) 。 
方程 
p90) (3.22) 
力 了 


图 3 了 


表示 的 曲面 称 为 双 曲 她 物 面 (或 动 烷 面 ). 
xOz 而 ，JyOs 而 都 是 改 此 执 物 作 (3.227 的 对 称 平面 ， 2 畏 是 
它 的 对 称 轩 。 . 
它 与 XU 面 的 交 反 为 ， 
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2 
~ _yJy = , 
pH 了 
\ = 0， 


这 是 一 对 相 实 惠 线 《过 原点 ),。 双 邮 据 物 曾 3,22) 与 x0z 面 ， 
yOz 面 的 实 线 分 别 为 ， 


全 2 于 

y=0, x=0, 

这 些 痢 是 抛物 线 ， 用 平面 2=4(4 压 0) 去 截 此 曲面 ,得 到 的 截 品 为， 
2 
p 
吕 一 下， 


这 是 双 曲 线 ， 当 二 0 时 ， 实 轴 盏 行 于 x 加; 当 上 上 <0 时 ， 实 轴 纺 
行 于 # 轴 《 见 图 3.19) ， 

当 平 行 移 动 捧 物 线 妇 = 一 24z2，x=0， 和 使 它 的 硕 点 洛 抛物 线 
22=2pz，3=0 移 动 时 ， 恒 得 到 马 有 又 面 (3.22)》。 这 是 因为 ， 点 
好 Cx 5 在 此 就 迹 上 的 大 分 必 查 和 茶 件 是 ， 好 在 以 撼 物 线 

全 
y=0 
上 的 一 个 点 总 0Cxo, #6; 为 顶点 且 轴 平行 于 3 轩 ， 形 状 、 开 日 与 
人 一 298 
X=0 


一 样 的 捍 物 线 上 ， 即 有 


请 去 Xoryosz0 得 到 
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3.4 二 次 曲面 的 种 类 
到 目前 为 止 ， 我 们 学 过 的 三 次 曲面 有 以 下 闭 七 种 ， 


《一 ) 业 球面. 
[1 ] 炳 球面 和 
2 2 2 
[2] 产 术 球面 : 1 
| 1 让 : 号 + 六 + 三 = 0 
《二 》 双 曲面 
[4] 单 叶 双 的 面 ，: 1 
[ 5 ] 双 叶 双 的 面 : Tr 
《三 ) 抛物 面 
【61 椭 加 要 物 而 : 2 

Pp 4 

i 
【7] 双 曲 抛物 面 ; 2 
人 四》 二 次 锥 面 
[ 8] 二 次 锥 面 ， 三 + -和 =0 
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五) 二 次 柱 面 


[91 杭 圆 柱 面 ， 所 + 区 
， 

[10] 压 精 圆 往 面 ， + = 一 T) 

[11】 讲 线 ， 的 0 

[12] 双 曲 柱 面 ， 1 


[13] 一 对 相交 平面 沪 - 名 =0， 


[14] 执 物 柱 曾 ; x2 = 2py; 

[15] 一 对 平行 平面 : x2 = a 

[16] 一 对 虚 平 行 乎 面 x= 一 63 

[17] 一 对 重合 平面 ， X=0, 

在 高 等 代数 课程 中 ， 我 们 将 证 明 二 式 曲 面 只 有 这 十 七 种 。 
习 题 3.3 

1. 已 知 椭 球 面 的 对 称 轴 与 华 标 轴 重 合 ， 且 道 过 椭 央 


2 2 
1， 
9 16 


字 二 从 ， 
以 及 点 M(1,2,w23)， 求 这 个 本 球面 的 方程 。 
2 已 知 精 贺 抛 物 面 的 顶点 为 诛 点 ， 对 称 平面 为 Oz 面 和 
80z 面 ， 且 过 点 (1,2,5) 和 (二 ,一 1,1)， 求 这 个 椭 加 抛物 面 的 方 
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程 。 

3. 已 知 蕊 鞍 面 的 鞍点 为 原点 ， 对 称 平面 为 xDz 出 和 yO 
面 ， 且 过 点 (1,2,0) 和 (二 ,1,1)， 求 这 个 马鞭 而 的 为 程 ， 

4， 求 经 过 两 条 挑 物 线 ; 


全 和 下 
它 二 有 区 二 0 
的 二 次 曲面 的 方程 。 
5. 给 定 方程 
四 | (ab em0) 
a bk ， 


问 当 用 焉 异 汪 到, 妇 ,e2 的 各 种 实数 值 时 ， 它 者 示 怎 样 的 曲面 ? 

6， 适当 选取 坐标 系 ， 求 下 列 轨 和 这 的 力 程 。 

C1》 到 着 定点 中 离 之 美 等 于 常数 指 点 的 轨迹 

《2) 到 一 定点 和 -一 党 平面 (定点 不 在 定 仓 面 上 ?和 距离 之 比 等 于 
常数 的 尽 的 斩 迹 ， | 

《3) 设 有 … 个 国定 平面 和 生 直 于 它 的 一 条 定 交 线 ， 求 到 定 下 
面 与 到 定 直 线 的 上 距离 相等 的 点 的 轨迹 # 

《4》 有 求 与 两 给 定 覃 线 等 距离 的 点 的 加 迹 ， 已 知 两 蓝 线 之 间 的 
焉 离 为 a ， 严 角 为 w。 

7 ， 误 一 个 定点 与 一 条 二 次 曲线 不 在 同一 至 面 上 ， 证 明 ， 以 
定点 为 硕 虚 ， 以 这 条 二 次 曲线 为 淮 线 的 锥 向 是 二 次 曲面 。 

+*8。 岂 椭 球 面 


的 中 心 台 任意 引 三 条 相互 得 站 的 射线 ， 与 曲面 分 别 变 于 了 ,Ps， 
pa 设 [OP;| =n, 1=1,2,3, 证 明 ， 
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机 


*9. 丘 明 ， 上 用 通过 坐标 轴 的 平面 和 楷 球面 


pi 2 = Cab cm0) 


想 玲 时 ， 有 且 仅 有 两 条 蕉 口 曲 线 羡 贺 ， 开 说 明 这 两 张 截 面 的 位 


34 直 纹 面 


我 们 看 到 ， 柱 面 和 锥 而 者 是 由 霸 线 组 成 的 ， 这 样 的 由 面 称 为 
划 统 面 ， 悄 钱 地 说 

定义 5,4 一 此 稳 : S 称 为 直 纹 面 ， 如 果 存 在 一 族 和 让 线 使 得 这 
一 族 中 的 个 一 条 直线 你 在 EC， 大 及 的 么 个 点 都 在 这 一 族 的 
某 一 条 直线 上 上。 这样 一族 直线 称 为 = 的 一 族 直 母线 。 

二 区 曲面 中 哪些 是 析 纹 而 ? 二 次 和 柱 面 ( 九 种 ) 和 二 次 锥 面 (一 
种 ) 都 是 珀 纹 面 ， 精 球面 ( 己 种 ) 个 是 可 纹 面 ， 因 为 它 有 界 。 双 时 - 
驶 曲面 不 居 凋 纹 耐 ， 因 洲 当 尼 山 方程 (3,20) 给 出 时 ， 平 行 秆 xOy 
面 的 直线 椒 可 能 爹 在 人 SF， 与 xOQy 界 相交 前 直线 也 不 会 人 在 人 5 
上 。 类 位 起 可 知 ， 椭 网 斤 物 面 不 是 壬 统 面 。 玫 下 两 种 二 头 曲 面 : 
弟 峙 双 则 而 各 江上 时 提 物 向， 我 们 现在 米 说 吕 它 们 都 是 直 纹 面 ， 

定理 3.4 单 计 双 遇 面 和 双 昌 抛物 面 都 是 直 纹 面 。 

证 明 ” 设 单 叶 双 有 曲面 3S 的 为 程 足 


二 有 2 
+ 


点 Mogxeyoyso 在 单 叶 双 曙 许 信 上 的 充分 必要 条 件 是 


=1， 《3 .237 


称 项 大 是 分解 因 式 得 


(7-1 匠 ( 加 .2 


即 
| 
ia 
| = 0, (83,25) 
!] Yn Xo_ 20 
b 三 ¢ 
或 


= 疏 ， (3.26) 


园 为 1+ 济 与 1 一 部 不 人 为 规 ， 所 以 下 玉 方 程 组 
(Lr)x + (1 Y=0, 
人 -区 5 人 -Sr 


是 羡 ,Y 的 一 次 齐 次 方程 组 由 (03,25) 知 ，(3.27) 有 非 夫 解 ， 即 
有 不 全 为 霉 舶 实数 jo,z6 使 得 


po( + 到) + wo (1 十 1)= 0， 


ml — 区 + oa 一 弛 ) =0, 
这 天 明 点 Mo 在 直线 
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(3.27) 


YX 2 Ea 
wo +) 十 of: 十 ) = 0, 


一 有 和 
区 《 + 人 她 


上 。 现 在 考 乾 一 族 往 彝 ， 


《3 .287 


《3.29) 


Pe 
PF 


其 中 jp,v 取 所 有 不 公 为 零 的 实数 ， 若 C5900 与 (12,29) 成 比例， 
则 它们 爽 定 (3.29) 庆 中 的 同一 条 道 线 ， 若 它们 不 成 比例 ， 划 它们 
确定 不 同 的 直线 ， 所 以 直线 族 (3,29) 实 际 上 只 依 顿 于 一 个 矢 数 ， 
4& 与 的 比值 。 上 面 证 明子 ， 单 叶 双 曲面 S 上 的 任 一 点 Mo 在 直 
线 族人 3 .29) 的 某 一 条 交 线 (3.28) 上。 现存 从 族 (3.29) 中 任 取 一 条 
匹 线 Ls 它 对 应 于 (Chi ,11)s 旦 在 i 上 任 联 一 点 AI， CX ,VL 1Dy 


剖 条 
衬 ' # 
a (H+ 4) ll 2 ) =0， 


1 Xi_ 2l|- 
mi (0 


(3,30 
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因为 站 不 到 为 个 ， 所 以 3,30) 式 说 明 二 元 一 次 齐 次 方程 组 


区 | 1 一 
人 + + (i+ 人 0， 


了 1 加 
Qi 2)x (全 0 
有 旨 雳 解 ， 从 而 人 3 ,317 的 系数 行列 式 敬 于 震 ， 于 是 由 本 证 明 的 开 
兢 邦 分 知 ，MCzi 中, 的 ?在 单 叶 双 曲面 SS 上 ， 所以，S 是 站 纹 
面 ， 且 和 这 线 族 局 .292 足 它 的 一 族 应 有 尽 线 。 
灶 巾 时 ， 月 人 3.26? 可 得 = 的 另 一 族 直 母线 ， 


{3.31) 


{3.32) 


其 中 ,vv 到 所 有 不 妇 汶 用 的 实数 。 
类 向 的 方法 可 以 证 明江 昌 挑 物 曾 也 是 直 纹 面 ， 若 它 的 旋 程 是 


2 : 
万 一 了 22, {3.33) 
贴 它 有 两 族 直 母线 ; 
的 y _ 
(+ 访 )+2=0 
《3.34) 
2 
“+ 全 5) 0, 
和 
re a 
(3,35) 
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习 题 了 .4 


、 A yg? 、 
1 求 单 叶 双 | i 1 的 过 点 信 ,3 ,一 允 的 震 线 。 


所 形成 的 曲面 。 
3. 求 与 下 列 三 条 析 线 同 时 涉 面 的 直线 所 产生 的 曲面 。 


*=], < xz 2 T_T 
bi; 加; bs: 二 人 一 4 二 日。 
y= >} Y= ~ 


4.。 求 所 有 匡 直 线 


都 共 面 ， 卫 与 平 而 
开 ; 2 十 3 一 呈 有 
不行 的 配 线 所 构成 的 则 面 方 程 。 
5. 设 有 直线 石和， 它们 的 廊 程 分 期 是 ， 


2+ T= 31y 
| | 
= ts, 吕 二 个 。 
求 所 有 出 二 ,下 上 有 相同 套数 圭 值 的 点 的 连 线 所 构成 的 曲面 五 程 。 
6。 证 朋 ， 马 苇 而 同族 的 所 调 间 母线 都 蔡 行 于 同一 个 平面 
拭 且 同族 的 任意 两 条 站 母线 异 面 。 
7.， 证 明 ， 马 鞍 面 异族 的 任意 虹 条 焉 苹 线 必 相 交 ， 
*3， 证 遇 ， 单 时 双 曲 面 同族 中 的 任意 到 条 直 母 线 都 不 平行 子 
同一 个 平面 ， 
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#0， 证 明 ， 音 中 双 盟 面 册 族 的 两 条 直 母 线 措 面 。 
*10， 证 明 ， 音 时 双 弗 面 蜡 族 的 两 条 站 和 峰 线 共 面 。 
11， 求 蕊 装 击 的 正 变 直 母 线 的 变 点 轨迹 ， 
*12。 给 定 谁 昨 双 昧 面 汪 : 
xz2 ~ 
tp N71 (a,b ,0 >0), 
求 经 过 SE 上 一 点 训 Cxoy 如 ,20)， 沿 放 向 (X,Y,Z) 的 直线 是 
5S 的 次 母线 的 条 件 ; 山 此 让 明 ， 经 过 5S 上 每 一 点 恰 有 两 条 站 全 
线 ， 
s#13。 证 明 : 单 中 双 了 亚 面 的 每 条 直 母线 表 与 寿 圈 圆 相 区 。 
*+]4。 设 届 ,ls 是 异 面 直线 ， 它 1 都 与 xo7 面 相 变 ， 证 明 ， 
与 ,ls 都 共 面 并 和 与 xOy 硬 下 行 的 埋 线 所 组 成 的 曲面 起 马鞍 . 
La 
*15。 设 三 条 交 线 ,4s,ls 两 两 噶 面 ， 且 桩 行 于 同一 平面 ， 证 
明 ， 与 五 ,2 部 相交 的 过 线 所 组 成 的 巾 面 是 马鞍 面 ， 


$5 上 则 面 的 交 线 ， 典 面 所 图 成 的 区 域 


5.1] 夯 空 间 图 形 常用 的 三 种 方法 
在 纸 上 画 空间 了 图形 时 ， 常 用 的 有 三 称 方 法， 
(1) 匀 二 测 法 ( 即 匀 二 等 钢 测 投影 法 )。 让 z 轴 名 站 向 上 ， 
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轴 水 平 向 右 ，x 轴 与 了 轴 、2 贺 分 别 成 135" 角 。 规 定 眼 轴 与 = 轴 
的 单位 长 让 相等 :而 工 畏 的 昔 估 长 度 为 了 轴 昔 位 乓 底 的 一 邓 ( 图 
3.22) 。 

《22》 下 等 测 法 { 即 正 等 轴 测 找 影 法 )。 让 :村 铬 丰 疝 上 ，Y 
轴 、3 轴 、? 畏 琴 两 成 120” 角 ; 规定 三 根 轴 的 单位 长 度 条 等 。 
《2 图 3 .23?>。 

《3) 正二 测 法 (期 正二 等 加油 投影 法 ). 让 zs 销 铅 冲 向 上 ,XY 轩 与 3 


辆 的 夹 角 为 90" + 4， 其 中 = 是 锐角 ， 且 ta 心 夺 ;y 轴 与 z 辆 的 夹 


角 为 90" + 8， 共 中 8 是 锐角 , 且 tgh 导 ， 规定 =z 轴 和 # 轴 的 单位 
有 
让 <* 轴 与 z 轴 类 角 为 90"+A， 共 中 tgf~ 计 ; 芷 ?和 畏 的 负 谭 与 s 


轴 的 炎 角 为 00” +a， 其 中 二 os， 此 时 * 轴 与 # 畏 的 单位 长 度 
相等 ，y 轴 的 总 位 长 度 约 为 = 轴 单 位 长 度 的 一 华 . 


图 ”3,34 - 图 3.25 


一 般 来 说 ， 条 用 正二 测 薄 画 出 的 图 形 较 肖 时 。 我 们 击 在 用 正 
二 宙 波 画室 间 中 的 一 个 网 ， 它 的 方程 是 ， 
人 全 


y= 2。 
先 过 点 MC0,2,0) 分 别 作 和 # 轴 、x 辅 的 平行 线 ,并 截取 MB = MB 
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=1C< 轴 单位 长 )， 截 取 MHR= MR' =1(x 辆 华 位 长 )。 过 E,E7， 
了 ,下 分 别 作 x 加 .z= 轴 的 诗 行 线 ,相交 成 一 个 平行 四 边 形 48CD， 
再 作 它 的 内 切 桶 回 ， 使 切 点 为 ,BE' ,F ,FF*。 唱 所 闸 的 这 个 内 项 
椭 图 就 是 我 们 所 要 画 的 窑 闻 中 的 阅 ( 注 ， 在 曾 出 直 线 EE FF 
后 ， 也 可 用 摘 点 号 画 岂 我们 所 要 天 的 图 )， 


而 窗 间 中 的 精 贺 的 方法 与 上 上进 类 羽 ， 画 室 间 中 的 双 曲 线 或 擅 
物 线 时 ， 先 画册 它们 所 在 的 平面 (车 它 平 行 于 奉 标 而 ， 则 类 飞 于 
上 述 面 区 线 5 和 PPF“ 7， 然 后 在 这 个 平面 内 用 描 点 法 画 出 戏曲 
线 或 搞 物 绪 。 我 们 已 经 会 画 空间 中 的 林峰、 双击 线 、 揭 物 线 ， 从 
而 也 就 容易 画 出 $ 3 中 用 标 肉 方 程 给 出 的 一 次 晶 曾 了 。 阅 如 ， 夯 
单 针 开山 面 


只 要 先 画册 用 > = 6 截面 所 得 的 截 晤 精 图 以 及 腰 粮 加 ， 御 夯 
出 曲 而 与 xz 面 ，yOz 面相 交 所 得 的 双 上 曲线 ， 最 后 画册 必 次 的 轮 
遍 线 就 可 以 了 (如 图 3.16). 
5.2 ”曲线 在 坐标 面 上 的 投影 ， 曲 面 的 交 线 的 画 法 
党 闻 中 任 一 点 好 以 及 它 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 点 M， , Ms, M， 
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这 四 个 点 中 ;只 要 知道 了 共 四 两 个 点 ,就 可 以 画 出 另外 凑合 点 ， 忌 
如 ， 若 知道 了 Ms ,Ms 两 个 点 ， 则 只 要 分 曾 过 Ms,M。 夯 出 投影 
线 (平行 邓 相 应 坐标 辆 前 直线 )， 它 们 的 交点 就 是 对 点 ， 再 过 好 男 
投影 线 { 平 行 于 # 轴 }， 它 与 x0y 面 的 交点 就 是 M,， 

根据 上 述 道 理 ， 为 了 而 出 两 个 耿 抽 的 
变 线 TP， 就 挫 责 先 画 旧 伍 上 全 个 点 在 茵 酒 
个 坐 祭 面 上 的 投影 。 

有 由 线 全 上 汐 所 有 点 在 xO4 面 上 的 抄 
影 册 成 的 曲线 称 沟 了 在 xoOz 而 上 的 投影 ， 
显然 昌 线 工 在 x*0y 面 上 的 投影 就 是 以 了 
为 蕉 线 、 址 线 平行 于 轴 的 柱 而 与 xOy 因 3.27 
面 的 变 线 ， 这 个 柱 而 称 为 工 治 三 二 的 找 影 杜 面 。 交 似 地 可 考虑 了 
在 x0z 面 、yOz 和 面 上 的 投 肾 ， 

例 3.68 求 曲线 I 

[ {3.36) 


X22 2X=0 (3.37) 
在 各 坐 标 面 上 的 投影 的 方程 ， 状 且 夯 出 曲线 工 及 其 在 各 举 标 面 
上 的 投影 (这 条 昌 线 了 称 为 维 维 实 尼 曲线 )。 

和 解 人 沿 3 轴 的 投影 柱 面 的 方程 应 当 不 售 ， 且 站 上 的 点 应 
适合 这 个 方程 ， 显 然 记 程 (3.37) 就 符合 要 求 ， 但 是 要 注意 ， 一 般 
说 来 ,投影 柱 面 可 能 只 是 柱 面 (3,37) 的 一 部 分 ,这 要 根据 曲线 了 上 
的 点 的 坐标 有 哪些 限制 来 次 定 。 对 于 本 题 来 说 ， 宙 方程 (3.36) 
穆 ， 工 上 的 点 应 满足 

本 | 委 2，| 引 委 2，|z| 委 分 
显然 注 足 方程 (3.37)? 的 点 均 满 足 这 些 要 求 ， 内 上 整个 柱 面 (3.37) 
者 是 荆 沿 2 轴 的 授 影 柱 面 ， 从 面 人 在 xO8 面 上 网 抽 有 影 的 方程 是 
Xt+ 2X=0, 
| (3.38) 


总 二 了 
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为 了 求 让 沿 y 胃 的 投影 福 面 ， 应 当 从 六 的 方 程 中 设法 得 到 
一 个 不 含 y 的 为 程 ， 用 (3,36) 减 兴 (3.373 旭 每 
2 十 2 区 一 二 《3.397 


由 于 了 上 的 点 应 满足 1z| 委 2， 所 尺 卫 洛 y 辅 的 投影 柱 面 只 是 杜 
面 (3,39) 中 满足 |z| 专 2 的 那 一 部 分 ， 于 是 六 在 x0z 面 上 的 投 影 
的 方程 是 


2 + 2X 4 
{ (3.40) 
y=0, 
其 中 1z| 志 2， . 
类 个 地 可 求 得 了 在 YOs 面 上 的 抄 影 的 方程 为 ， 
di? + Ce — 272= 4， 
{ C3.41) 


区 二 0。 
了 在 x*0y 面 上 的 投影 是 一 个 圆 ， 在 *Oz 面 上 的 投影 是 抛物 
线 的 一 段 ， 这 两 个 搜 影 比较 好 画 ， 因 此 上 先 面 出 了 的 这 两 个 撑 影 ， 
然后 就 可 夯 出 曲线 耳 以 及 它 在 yOx 面 上 的 授 影 ， 由 于 曲线 丁 关 
于 xOy 而 对称， 所 凡 我 们 只 画册 x0y 面 下 证 的 绪 一 部 分 《如 
图 3.28? 。 
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例 5.7 求 申 线 了 
全 V2 二 人 0， C3,.42) 


2x—2:+3=0 (3.43) 
在 xOy 百 [ 和 xOz 而 二 的 找 影 的 万 程 ， 并且 画 出 这 两 个 投影 和 曲 
线 在 Yo 面 上 方 的 部 分 )。 
解 ” 先 小 了 上 的 点 的 坐标 和 哪些 限制 。 从 方程 (3 427 得 : 
ix| 所 [zs]， tyl 折 1s|。 


形 代 大 (3,43) 中 得 ， 
0=27 一 2 十 32X 一 X2 二 SS= — (x-1):+4, 


在 x0y 而 上 的 搜 影 为 ， 
f° 1)?+ = 4, 


C3,.44) 
号 一 人， 
工 在 *9s 面 上 的 搜 影 为 : 
2X 一 2 二 和 二 人 
| (3.45) 


y=0, 


辕 3.29 


5,3 曲面 所 国 成 的 区 域 的 画 法 
上 个 虹 面 或 焉 面 所 围 成 揭 空 间 的 区 城 可 用 几 个 不 等 式 联 评 起 
求 多 未 。 如 何 画 出 这 个 区 域 ? 基 链 中 亚丁 出 相应 曲面 的 刻 线 ， 随 
之 ， 所 求 区 域 也 就 表示 出 求 了 。 
例 3.8 月 不 等 式 组 类 示 册 下列 曲面 或 平 于 所 围 成 的 区 域 ， 
并 茵 图， . 


X= DE, XE+ = 4 = 0, 
解 + 六 =23 是 椭圆 特 物 加 于 ++ 严 = 4x 是 圆柱 商 ，2= 0 
是 xOy 面 ， 因 此 它们 所 围 成 的 区 域 应 当 是 在 x07 而 上方， 在 


辟 


图 3.39 


1 入 


梢 贺 挑 物 面 下 方 ， 在 圆柱 面 里 面 。 于 是 这 个 区 域 可 者 示 成 
3), 
x 2 (3.46) 
Xx 


为 了 而 出 这 个 区 域 ， 关 人 键 是 要 画 出 椭 回 抛物 面 刁 圆柱 耐 的 庙 


线 T， 
姑 十 办 二 22， 
{ (3.47) 
克 2 十 V2 二 dx 
在 xOy 机 上 的 投影 为 : 
2 十 J 二 了 
| (C3.48) 
完 二 和 
了 和 在 xoz 作 上 的 搜 彩 为 
2 = 27X, 
| XE (3.49) 


y =0， . 
山 工 的 两 个 投影 可 夯 册 工 ， 再 画册 加 性 而 和 椭 贺 扩 物 面 ， 则 所 求 
的 区 域 就 凋 出 来 了 (如 图 3.30)。 


习 题 5.5 
] ， 画 出 下 列 邮 闸 ， 
CI) x?— y=0s {2) dx? + dy — £2 = 0s 
2 Xi 
《3》 TT ++ 1 CD) 本 二 天 一 有 
2 Xe D2 
ee 2 2a]: ; -二 
C5) Pi 1s 《6 4 二 223 
x? 2 


2。 求 下 询 同 线 焉 xOy 面 和 yOz 上 曙 上 的 投影 的 片 程 ， 并 
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贞 画 出 这 两 个 投影 和 此 线 本 身 。 


Xx? 4 y= 4 X2 二 所 =4， 
| | 

Va | 2 = 2 

x + = 6, 
3 | 


X22 = dz 
3， 求 下 列 曲线 在 x0y 面 和 x0z 男 上 的 找 影 的 塘 程 ,并 恒 
画 出 这 两 个 投影 和 部 线 本 身 。 


Xt 0 x 2 2 
| + 有- 于- 
2x z+1=0; (人 118 12 4 

区 一 了 二 3 
z= 一 各 一 地 六， 


4. 用 不 等 式 组 玫 达 下 列 曲面 或 平 商 扬 围 成 的 窗 间 区 域 ， 并 


C01) x+ 办 =16， 名 一 区 十 4 z= 人 0; 

C2) 2+ = 4 y+ 2 = 1 
[3 

5. 面 出 下 列 不 刍 式 组 表示 的 区 域 ， 

(C1) X41, TE X00 J20, 2 


《2 x+ ds +All x0 J #0 


第 四 章 坐标 变换 


前 两 章 我 们 是 在 选 定 的 一 个 坐标 系 中 碍 突 平 面 、 间 线 和 上 曲 
面 。 但 是 化 许多 情形 中 ， 往 入 在 事先 给 定 的 举 标 条 中 ， 一 个 图 形 
的 方程 比较 复杂 ， 这 时 我 们 需要 选择 男 一 个 舍 挝 的 坐标 对 ， 使 这 
个 图 形 的 方程 变 得 比较 篇 单 。 为 此 藕 需 要 研究 同一 个 点 在 两 个 泽 
标 录 中 的 至 标 之 间 的 关 壬 ， 这 样 的 关 夭 式 称 为 坐标 变换 公式 。 本 
便 喜 是 研究 坐标 变 镍 公式 及 共 应 用 。 


$1 平面 的 仿 射 坐标 变换 


1,1 点 的 优 射 坐标 变换 公式 


平面 土 给 了 两 个 仿 射 些 粽 对: [0O;e1;es] 和 [O’ 5e1,e9]。 
为 说 话 方 便 起 匈 ， 前 个 称 为 后坐 标 系 ， 简 记 作 工 :后 一 个 称 为 
新 坐标 系 ， 简 记 作 开 。 点 对 《或 向 量 9) 在 工 中 的 坐标 称 为 它 的 工 
坐标 (或 旧 上 坐标 ); 在 本 中 的 坐标 称 为 它 的 工 华 标 ( 或 新 坐标)， 为 
了 研究 同一 个 点 加 的 工 举 标 鼎 [[ 华 标的 关系 ， 就 首先 要 明确 I 与 
开 的 相对 位 

设 正 的 原点 0 的 I 工 坐 标 是 (xo,40)， 设 荆 的 基 向 量 忆 ,#2 的 
I 华 标 分 别 昨 Ca ,a) (Ga on), 现在 我 们 来 求 点 M 的 工 坐标 
Cr, 办 与 它 的 卫浴 标 (x' ,多 ?之 间 的 英 系 。 因 为 


时 
ea 
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rr — 
OM =O0O HOM= {xe Hoes) + {x' el + Ye) 
二 《xn0e1 十 Jpes》 + xX’ (Aner 十 Coleg 
ty Care + Uaes) 
= CaN” + diay’ + Xo)ert Cho + doad’ + Vo) eo, 
所 以 
4.1) 


一 ” 时 
人 A THy TXos 


Y= gx’ + Lg’ + Vos 
公式 (4.1) 称 为 平面 上 从 祭 系 [到 荆 的 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 . 
它 把 任 合 -一点 半 的 I 了 点 标 x ,Jy 来 示 成 它 的 全 坐标 Xx ,Vy' 的 一 次 多 项 
定理 4.1 在 面 上 点 的 仿 壬 坐标 广 换 公 式 (4.1) 中 的 对 数 行列 
式 不 等 于 需 ， 芭 


ll CI2 


0。 


dal Gag 
证 骨 假如 (4.1) 中 杀 数 行 询 式 竺 于 安 ， 则 出 定理 1.4 知 ， 
el 与 ez 关 线 ， 耶 后。 所 以 结 诊 成 芯 ， 
一 于 公式 人 4.1) 中 系数 行列 式 ( 记 作 了 7 不 等 于 替 ， 因 此 把 
(4.1 看 万 7 , 扩 的 睫 程 组 ， 可 以 求 得 唯一 解 ， 


1 | XY- Xo Qe 1 
X= 序 - = (dx dd — dogsro+ D2d0}, 
Y— Vo (ys 
(4.2) 
1 A TY— Xp 1 
v= = t+ ay + Gztx0 — Gdo) 。 
j da 上 一 3 


公式 4,2 是 把 平 胡 上 性 意 一 点 地 的 开 坐 标 光 ,所 表示 成 它 的 
工学 标 x,z 的 一 忒 多项式， 称 它 鞍 了 和 到 了 工 的 点 徇 仿 射 坐标 变换 公 
式 . 

1,2 应 量 和 的 优 射 学 标 变换 公式 
现在 来 看 焉 面 上 的 向 量 贡 的 工 华 标 (4, 们 与 已 铭 本 坐标 
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(Cu ,0 ) 之 闻 的 关系 。 变 正 = MMs， 共 中 人 Mi 的 工 举 外 为 
《xas4i)， 卫 化 标 为 Cx; ,三 》，i=1,2。 则 有 
=X X= CA 十 人 889 十 XO — (Cas + aay + xo) 
= aCXa— XI Fag I) = Ou’ + dgv’, 
Vy A 十 和 2882 + yo) 一 《83 十 和 sg + yo) 


一 昌 区 
dal + dz2d ， 


吕 


WH = A 十 Ca 
| (4,3) 


b = ait + fog 
C4.3) 称 为 平面 上 众 标 系 I 汉 工 的 向 量 的 伪 射 坐标 赛 换 公式 ， 它 
把 任 一 和 启明 m 的 I 工 非 标 4,v 履 未 成 它 的 了 坐标 uw ,v 的 一 奖章 次 
多 项 式 ( 即 说 有 常数 项 )， 这 是 与 点 的 坐标 变换 公式 不 同 的 地 方 。 
平面 上 的 点 和 向 量 是 有 本 质 区 别 的 两 种 对 象 ， 如 果 只 从 一 个 奉 标 
系 米 看 ， 则 点 各 南 量 的 坐标 都 是 右 序 实数 个， 看 不 出 点 和 疝 量 的 
区 别 ; 但 足 如 果 到 两 个 仿 射 坐标 系 & 它 们 的 原点 不 重合 )， 通 过 和 毕 
标 亚 换 ， 则 点 和 向 量 的 区 别 就 明显 了 ， 点 的 毕 标 变换 公式 (4.D 
中 有 常数 项 ， 而 向 莉 的 坐标 变换 公式 《4.3) 中 没有 常数 项 、 
由 于 《4.3) 中 了 系 数 行列 式 不 为 大， 因此 可 及 解 出 ， 


下 = 《asat 一 G12), 
C4.4) 


- 


Uv 二 让 一 Ga + nV), 


这 是 工 到 了 工 的 向 最 的 仿 射 伐 标 变 澳 公式 ， 由 (4.4) 淖 内，I 的 基 
向量 ei ,es 的 工 礁 标 分 别 居 | 


习 题 4.1 
1， 对 平行 四 边 形 48CD 取 仿 射 弘 标 系 工 为 LA， AB, AD]， 
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I 为 [CG， 2G, 户 D]. I 到 [的 点 的 些 标 变换 公式 和 向 量 的 毕 
标 变换 公式 ;六 且 求 4,D ,AB 4AD ,Di 的 I 坐标 和 于 坐标 。 
2， 设 ABCDEF 为 让 六 边 形 ， 了 下 仿 射 毕 标 条 为 FA;AB， 
A], 卫 为 [DDB,5]. 求 工 到 卫 的 点 的 坐标 痰 换 公 式 和 向 量 的 
坐标 变换 公式 ， 隶 各 顶点 的 工 坐 标 和 开 坐 标 ， 求 CR，3E 的 工业 
标 和 了 坐标。 
3， 设 仿 射 坐标 系 工 到 下 的 点 的 坐标 变换 公式 为 ; 
XY 十 3 
| y= 一 2 
(1 求 卫 药 原 点 口 ' 的 工 于 标 ， 工 的 基 向 量 er,ez 的 工业 标 : 
求 工 的 原点 口 的 工 玛 标 ， 基 向 量 et,ea 的 开 些 标 ; 
《2) 求 丁 线 了， 2x 一 y+1= 0 在 礁 标 系 工 中 的 方程 ， 
(3) 求 焉 线 ， 3x +29 一 5=0 在 坐标 系 工 中 的 方程 。 


$ 2 矩阵 及 其 运算 
2.1 矩阵 的 概念 以 及 短 阵 的 运算 


为 子 使 坐 祭 变换 公式 易于 记忆 并 且 简 化 计算 和 证 明 ， 我 们 把 
向 基 的 华 标 变异 公式 (4 .3? 中 的 系数 按 原 来 顺序 排 成 一 张 2 行 、2 


列 的 家 : 
dr G12 | 
网 人 3 ds 


称 它 为 一 个 2 x 2 短 降 。 一 般 地 ， 有 有 
定义 4.1 sn 个 实数 ai=1,2,……,3; = 1 四 排 亡 的 8 
行 、” 列 的 一 张 表 


Gil di Gln 
dsl faa ”daw 04.5) 
Cs1 Gsg 8 


称 为 一 个 sxn 矩阵. 

眶 阵 通 常用 大 写 拉 丁字 母 4,B,C, “表示 ， 璧 如 抑 阵 人 .57 可 
简 记 成 4 或 有 ,xn 或 (a;7)sxn。 妇 的 位 于 第 二 行 第 7 列 交 六 处 的 元 
崇 称 为 的 (i, 四 元 。 

n xn 第 阵 也 称 汶 714 级 定 阵 或 级 方 阵 . 

元 素 至 为 宕 的 5 xn 盾 阵 称 为 sx7 规矩 阵 ， 记 作 0s 或 0。 

定义 4.2 两 个 给 阵 和 4 和， 如果 它们 的 行 数 相同 列 数 志 
粗 间 ， 和 大吾 对 应 元 素 都 相等 ， 则 称 它 们 是 胡 等 的 拭 阵 记 作 
A=8B, 

第 阵 不 起 一个 数 ， 而 是 由 一 些 数组 成 的 一 张 表 ， 但 是 菇 于 许 
多 实际 问题 的 背景 ， 使 我 们 可 以 给 算 阵 规定 儿 种 运算 . 

(一 ) 拭 阵 的 加 法 和 数 竹 乘法 

定 又 4.5 若 4 = (ai B= (5) 都 是 s xn 短 阵 ， 则 

antby Castba ww dnt+bhin 


六 + 日 :二 dot bo dat bog … don + ban 


| a ba asat bs ** Aasntben 
这 种 运算 称 为 全 阵 移 和 法 . 
定康 4. 纯 车 有 4 三 (Us) exns i 是 实数 ， 则 


Kd """ kain 
KA:=|: | 
Kasy a Fasn 


这 种 运算 称 为 年 阵 的 数量 乘法 。 
矩阵 (613) 称 为 外 阵 A = (ai 的 负 拭 阵 ， 记 作 一 人 4。 
若 4 ,已 者 是 sxm 栓 阵 ， 则 : 
全 一旦 一 4+《 一 B), 
这 称 为 短 隆 前 减法 。 
容易 川 定义 省 搂 蛤 证 ， 秆 降 的 加 法 和 数 量 乘 法 满足 下 述 规 
律 ， 对 于 任意 sxn 第 阵 4,B,C， 任 意 实 数 , 1 ， 有 
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[ti A+B=B8B+A; 《2 (A+BY+CO=A+CB+O); 
{3} A+0=A; (4) A+{-AY=0, 

(C5) 1 A= (C6) KLA) = CDA, 

(7) Ki 门人 = 天 AAA 《8)》 KCAT B= EA+KEB, 

(二 ) 厦 陡 关 磁 法 


为 了 能 把 向 量 的 坐标 变换 公式 (4 .3) 用 第 阵 的 形式 简 洁 地 采 


示 出 来 ， 我 们 规定 第 阵 的 第 三 种 运算 如 下 ， ， 
fa Qa fu” QH’ + aa 
( 全 王刚 十 “小 
这 种 运算 称 为 矩阵 的 乘法 ， 它 是 把 左 短 阵 的 第 语 行 与 右 短 阵 的 第 
f 列 的 对 庶 元 素 的 乘积 之 和 作为 乘积 年 阵 的 (i 力 元 ， i 站 =1,23 
7 =1,2。 由 此 看 出 ， 只 帮 堪 矩阵 的 列 数 与 右 护 阵 的 行 数 相同 的 
两 个 矩阵 才能 做 乘法 运 徊 ， 莽 且 乘 税 拒 阵 的 行 数 等 于 左 第 阵 的 行 
数 ， 匀 积 拖 阵 的 列 数 答 于 省 征 阵 的 列 数 。 一 般 地 ， 有 
定义 4.5 设 A = (021 站 是 s xn 答 阵 , B = (5b) 是 n xr 和 全 降 , 则 
规定 不 胰 以 了 得 到 一 个 s xr 算 阵 ( 记 作 43),AB8 的 (Ci, 让 元 是 4 的 
第 i 行 与 8 的 第 7 列 的 对 应 元 汪 乘 积 之 和 ， 即 


上 
A 日 的 (Qi) 门 元 :二 DY aigbg8i .4.6) 
-1 


其 中 i =1,2 ,8 T= 1 ,wr, 


| | 人 /ix2+3x0 1x4+3x5 
0 0. =|10xXx2+6Xx0 Ox4+6x5 
了 D 0 "| ER ce 

2 19 

a 中 

14 28 
利 再 矩阵 的 情 法 和 两 个 从 隆 相等 的 定 头 ， 我 们 可 以 把 向 申 的 
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坐标 变换 公式 (4.3) 瑟 成 下 迹 形 式 ; 


u a CIaN FE 
站 :他人 人) .7 
y day daaf AD : 


再 利用 矩阵 的 加 法 ， 还 可 以 把 点 药 坐 标 变 隆 公式 (人 4.1) 写成 
姜 a aN Xo 
CG 
Vi Gor foal \¥’ Wo 
1 212 
二 
fa toa 


称 为 坐标 系 工 到 Ti 的 过 渡 和 矩阵 ， 它 的 第 1 列 是 五 的 第 一 个 基 向 量 
”全 的 工 甫 标 ， 第 2 列 是 6 的 工 比 标 。 

只 有 1 列 的 第 阵 称 为 列 第 阵 (简称 为 列 )， 常 夸 着 腊 字 母 a， 
请 ,7 表示 列 ， 

如 果 兮 


共 中 年 陈 


< 人 人 


则 公式 人 4.72， 人 .8 可 分 别 写 成 向 请 的 形式 如 下 ! 
P=Ay’, C4.7)7 
R= An’ 二 ao。 (4.8)" 
算 阵 的 张 法 适合 下 列 规律 对 于 任意 扩 阵 4,8,C( 要 求 它们 
能 做 下 述 运 算 ?， 作 意 实 数 下 ， 有 
Cy C4B)C = 4CBC75 乘 法 的 结 食 律 )# 
C2) ACB+C) = AB+AC( 碟 分 配 律 } 
(3) (B+C)A=BAT+CA( 二 分 写 律 ); 
(C4) ACAB) = CEA)B = ACKB)( 莱 法 与 数 乘 关 承 )。 


但 是 到 特 别 注意 ， 征 阵 的 苹 法 不 送 合 交换 律 。 例 如 ， 设 


1 1 1 1 
A= ,日 = ， 
0 0 -1 -1 


2 
“(2) 


上 述 例子 还 说 明 ，4# 寺 0，8 计 0， 但 是 有 可 能 48=0。 因 此 ， 
具 ABB=0， 有 刀 夺 0， 扒 不 出 B =0。 进 而 从 AB= AC, A 志 0,， 扒 不 
HB = 0. 

主 对 角 线 (从 左上 和 角 到 可 下 角 》 上 的 元 素 休 为 1， 大 量 共 余 元 


则 


素 全 为 罕 的 1 级 年 阵 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 ~ 0 1 


称 为 导 级 单位 敌阵 ， 记 作 达 ,或 妃 。 容 易 看 出 ， 有 
AsxnEn = 有 ns EBsAsxn 二 sa 
特别 地 ， 对 二 任意 二 级 天 阵 4、 有 
EA= AE=A, 

《三 )》 娠 阵 的 转 置 

定义 4.6 ”把 一 个 第 阵 As .on 的 行 。 列 后 换 得 到 的 矩阵 称 为 4 
的 转 评 ， 记 作 47 (或 4 )。 

例如 ， 设 


显然 ， 车 4 是 s xz? 有 矩阵 ， 则 A' 是 ?xs 短 阵 ， 兰 且 有 
所 "的 Qi, 人 元 = 4 的 (7 ,让 元 ， 


矩阵 的 转 置 淇 足下 询 规 律 ， 
(1) CAD'=A, (2) CA+B)'=Ar+B!, 
C3) CRA)!:=KA' (4) CAB) = BA 


转 别 要 注意 (4)。 举 一 个 例子 ， 设 


E | 2 | 
4-| >。 ;1, »-( } 
4 6 \4 3 
则 
1 DYy2 ， 2 1] 
| | js 中 
4 5 人 4 3/ \og 19 
,_ /2 16 28 
48) 人， 11 时: 
4 2 16 28 
= sl 3 -0 11 19) 
定义 4.7 和 级 征 阵 4 如 果 满 足 : 有 41= 4， 则 称 4 是 对 称 第 
阵 。 
显然 ， 若 4 是 对 称 拖 阵 ， 则 
在 的 ,让 元 = 和 的 (六 人 元， 
例如 ， 人 矩阵 
a b a b 
IHD 
b o ad J 
者 基 对 称 上 矩阵 


2.2 短 阵 的 分 块 


别 可 以 把 和 写成 下 述 形 式 : 
Es, a 
上 一 
( 4E, ) 
象 这 玲 把 一 个 第 阵 看 成 由 若 于 个 小 矩 陈 织 成 , 称 为 瞪 阵 的 分 块 , 它 
的 好 处 是 ， 使 得 量 阵 的 结构 更 明显 清楚 ， 大 有 卫 使 妓 阵 的 运算 可 以 
通过 这 些小 给 奈 进 行 ， 从 而 可 点 简化 矩阵 的 计算 和 证 明 。 例 如 ， 


1 0 8 
P= ， 
( 1 7) 
人 
门 
= (,) 
- 峙 
B= (CE,,0)., 
”下 接 有 年 阵 的 哑 法 定义 得 
1 0 22, 
BA= 
(, 1 3 中 
如 果 我 们 把 小 人 建 阵 当 作 “ 数 ” 稍 竺 条 用 詹 阵 莱 法 法 则 ， 得 
E, B | 0 22 
BA=(E,,D[ = = 
和 儿 。 名 ) (Fe,B 2» 4%) (, 1 ?小 


126 


这 与 前 述 结 从 一 弦 。 国 此 ， 在 计算 84 时， 我 们 确实 可 以 先 把 矩 
阵 丰 ,BB 分 块 ， 热 后 把 小 第 阵 当 作 “ 数 ”看 待 条 用 矩阵 莱 法 法 则 ， 
这 称 为 矩阵 的 分 块 莱 法 。 当 然 ,为 了 使 算 阵 的 分 块 乘法 能 够 进行 ， 
必须 使 在 第 阵 的 列 的 分 法 与 右 短 阵 的 行 的 分 法 一 狼 ， 即 ， 左 年 阵 
的 到 组 数 应 等 于 右 祭 阵 的 行 组 数 ， 夺 且 左 纵 阵 的 每 个 列 组 所 含 列 
数 应 汐 于 右 答 阵 的 相应 行 组 所 舍 行 鸭 。 

， 剩 用 忽 隆 的 分 块 乘 法 ， 若 矩阵 昌 的 详 列 依 来 记 为 ， BY， 
BB ， 则 有 有 

AB= CAYBDN, BG Bm) = CAB, AB®YD ,ABD™m), 


{4.9) 
若 皂 阵 44 的 s 行 供 忒 记 为 1 则 有 
Ai 4 县 
A A,B 
AB= . BY=|. , . {4,10) 
A A,D 
类 位 地 可 讨论 卸 隆 的 分 块 加 法 ， 分 扰 数 张 和 分 块 转 加 。 汐 
如 ， 和 车 
Es 8 
4 = 
(, 1xe 4E) ) 
则 .. 


.2.3 方 阵 的 行 刻 式 


对 于 一 个 2 级 或 3 级 方 阵 4 = (a1), 它 的 元 素 按 原 米 磊 序 可 
以 组 成 一 个 2 级 或 3 级 行列 式 ， 称 为 方 阵 4 的 行列 式 ， 记 作 
14 4， 在 高 等 代数 课程 里 ， 我 们 将 把 行列 式 疾 念 推广 到 ## 级 行列 
式 ， 从 而 对 于 4Cn 守 5) 级 方 阵 ， 也 可 以 谈论 它 的 行列 式 、 

渤 |14] 专 0 ， 则 称 和 是 非 奇异 的 ， 否 则 称 为 寒 异 的 。 


Far 


班 定理 4.1 知 ， 仿 射 坐 标 系 工 注入 的 过 渡 矩 阵 人 是非 硼 异 的 ，。 
定理 4.2 .车 丸和 如 都 是 4 级 矩阵 ， 则 | 
14B1=|A4|:181|. 
证 明 ”我 们 只 证 n=2 的 情形 ， 至 于 一 般 的 n ， 在 高 等 代数 
课程 中 我 们 再 证 明 。 设 A=(4i7)，8B= (C81)， 则 


( 人 |- 
Gas/ ‘bey bsz 


si 


145] = Qubut ab ube 十 1 


Gasipit Ft toabar farbie + Goobzs 
aub dbs dabar Gb 
toab 


dobar Cab2s 


aabi, Gabirs 381 dobre 
ii | 


dyibl Qedae 


oabsl T22022 


[i 如 立 
=0 tbh * | + birbes 了 + 
人 Gel dg 
_ dr ds 2 一 bi Hl Qs , pit | 
Hal {og GT Hal bat bog 
= |41 .18], 
2.4 可 道 和 矩阵 


(4.7)7 式 把 向 量 mw 的 1 举 标 表示 成 它 的 [化 标 ”的 一 次 
弄 次 多 项 过， 我 们 又 知道 ， 由 于 14| 二 0, 因此 可 以 道 过 解 方 程 组 
把 各 的 I[ 举 标 Y 示 示 成 它 的 I 缕 标 7 的 一 次 讲 次 多 项 式 ， 如 果 
我 们 引进 可 造 矩 阵 的 往 念 ， 则 这 一 反 解 过 程 可 以 简明 地 表示 出 
来 。 

定义 4， 8” 若 对 于 nn 级 算 阵 4， 存 你 第 隆 瑟 ， 使 得 

| AB= BA=E, (4.17 

则 称 AA 是 可 洲 短 阵 ， 称 是 4 的 逆 答 阵 . . 

不 难 堵 由 ， 满 足 (4.11) 的 短 降 了 必 是 1 级 引 阵 ， 划 且 它 是 晓 
一 的 。 通 常 把 4 的 遂 上 所 阵 记 作 和 一 。 

由 定 六 4.8 立 即 看 出 ， 洁 4 可 汀 , 则 4 也 可 递 ， 寺 且 
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CA-D-1= A,. 《4 .129 


定理 4.8 集 阵 4A 可逆 的 充分 必要 条 件 是 |4| 六 0( 即 ， 4 非 
奇异 )。 

证 明 ”总 可 性 。 兰 殷 阵 4 可 浇 , 则 有 AA-!=E. 于 是 有 
[144 =1E|， 从 而 14114-!|=1( 这 里 用 到 了 [|E| = 1 这 一 事实 ， 
碍 #=23 茅 3， 诗 老 可 臣 接 验证 它 ， 壤 >3。 在 高 等 代数 课程 中 
将 证 明 它 )。 因 此 14| 坟 0. 

充分 性 。 这 里 只 证 m= 2 的 情形 ， 至 于 n>2 的 情形 证 明 思想 
一 样 ， 但 放 在 高 等 代数 课程 中 证 。 设 4= (aij) 是 2 级 此 阵 , 晶 
1AI 硅 0。 全 


A*=( G23 9)， C4.13) 
— A 11 
则 
AA*=(" 2 gg 一 时 = (一 0 14]B， 
tar Cra/ “一 中 2 Cl1 0 14| 


同 理 有 A*A= |AIEB。 从 而 有 
A(HATA*) = (FAT )A=E, 


所 羽生 同道 ， 寿 且 


4 = [4 [人 (C4.14) 

用 可 道上 矩阵 的 概念 及 定理 4.35 ， 我 们 得 知人 坊 射 众 标 夭 工 到 工 
的 过 滤 和 矩阵 4 是 可 逆 乱 隆 ， 因 此 从 (4.7) 式 立 即 得 到 

p= AATiy, 
由 定理 4,3 还 可 得 到 
命题 4.] 车 对 于 方 阵 4， 存 在 力 阵 8， 使 得 A8=EE， 则 

4 是 可 道 息 阵 ， 着 且 4A71= 了 

证 明 辐 为 A4B=E， 所 以 | 有 A4118|=1， 上 从 而 14| 半 0， 因此 
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万 可 道 ， 于 是 4-1 存在， 在 AB = 的 两 边 左 乘 4-! 得 
A-1CABY = A-1E, 
即 得 B= AL 
利用 命题 4.1 容 易 证 明 可 第 给 阵 的 下 述 性 质 ， 
(1) 若 4 , 召 均 是 靖 级 可 第 短 阵 ， 则 4B 也 可 洲 ， 并 且 
CABY T= BA 
(2) 奈 4 林道 ， 则 4+ 邮 可 道 ， 并 有 
C40-1= (4-04。 
(3) 车 4 可 道 , 则 


FAI= TALTi, 
2.5 正 交 类 阵 
定义 4.9 车 一 个 ?级 矩阵 生 适 合 
AA:=E, 
则 称 4 是 正 交 拒 阵 ， 
例如 ， 王 证 正 变 第 阵 ， 驴 如 
1 v3 
cosg sing 2 人 0 
( — sin0 os " 3 丁 0 
2 2 
0 0 1 
都 是 正 交 矩阵， 
由 命题 4.1 立 路 得 到 
命题 4.2 nn 级 什 阵 有 4 是 正 滨 短 阵 的 充分 必要 委 件 为 
A"1= AL 
从 而 也 有 级 扼 阵 4 是正 迹 矩 泗 的 充分 必要 策 件 为 
上 = 工 ， 
容易 证 明正 奖 年 阵 有 下 述 性 质 ， 


《1 背 4 , 悍 都 是 # 级 正 交 天 阵 ， 贴 48 也 是 正 交 玫 阵 ! 
130 


《2) 革 4 是 正 交 和 纸 阵 ， 则 4 ( 即 4 也 是 正 灾 撼 阵 ; 

《3) 车 4 是 正 变 第 阵 ， 则 |41 =I 或 -1I 在 证 明 这 条 性 质 
时 ， 要 用 到 14 1 = 141 这 一 事实 )。 
”命题 4.5 是 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 为 :4 的 每 一 行 元 素 
的 平方 和 等 于 1 ， 等 两 行 对 应 元 过 的 斐 积 之 和 等 王 震 ， 即 


Dafe=1, i=1l,2,m Nl; (4.15) 
-1 
Dip =0, iA C4.16) 
EE--1 


证 明 ”对 于 任 -~n 级 矩阵 4= 《6;7) 都 有 有 


(445 的 (六 元 = [4A 的 Qi, 元 ]， [A' 的 (化, 户 所 J 
一 1 


二 Drdik, 
-1 
娄 羽 地 有 
《44 4 的 人, 门 元 = 了 akiakf 
E11 


现在 谱 刀 是正 交 算 了 泗 ， 风 A 及 41 = 三 。 于 是 得 
(有 A) 的 (i, 让 元 =1， 1=1,2," ,ny 
C454) 的 Qi 站 元 =0， i 六 4.17) 


只 而 得 (4.15) 和 (4 .16)。 

反之 ， 若 对 于 乱 隆 A，C4.16》 和 C4.16) 戌 宣 ， 则 得 (4.17)， 
从 而 445 = 了 即 4 为 正安 矩阵 。 

类 位 地 可 证 明 

命题 4.4 4 是 正 交 捧 阵 的 充分 必要 条 件 为 ， 4 的 每 一 列 元 
类 的 平方 和 等 于 1 ， 每 两 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 党 于 堆 。 
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: 习 4,2 


3 -2 7 -2 
4 ) 3-( ;1 小 
! 0 4 5 -1 7 


求 A+B,， A-B, 5A! 34 


4 dy fs Gay /Xl 
0 | —1,3,2); 《8) CX,Xos Ka) | tis Gog Gss| x, |. 
了 ds {gs Gaol Ya 


送 断 下 列 第 阵 是 否 可 哮 ? 尘 可 逆 ， 求 它 的 逆 矩 隆 、 
3 2 2 3 
1 2 
GO ( ， ,); CD 人， 。 
(3) CC ，】 其 中 ad -bo 寺 0 
e d » 本 —U, 


4， 证 明 可 道 扎 阵 的 性 质 (1)， C2) ,C3)。 
5， 判断 下 列 矩 阵 是 否 正 变 年 阵 。 


( 
( 0 , 
7 一 ] 4 
(5) E “); (0) ca 中 
3 -1 7 
3 


2 V2 2 

v? -v2 2 5 3 

2 2 2 2 1 
=- 一 rm 全 一 i nn 让 

v2 2 3 9 

2 2 | _v2 3 2 

. 2 6 3 
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5， 证 明正 变 红 阵 的 性 质 人 (17 ,C2), (3)。 


§ 3 平面 直角 坐标 变换 


误工 Qiei,ez]， 开 LO" ye4,e2j 册 是 本 角 华 标 有 条, 本章 $1 和 
8 2 中 关 十 仿 射 坐标 变换 的 一 般 结论 和 方法 对 于 直角 侠 标 变换 神 
成 六， 本 这 来 进一步 研究 直角 坐标 变换 的 特殊 性 ， 

5.1 直角 坐标 变换 公式 

设 吕 的 工 华 标 为 (xzo, 斩 7)，eiye2 芍 工 坐标 分 别 为 Cailyesr)， 

《ciayeaa)。 则 工 到 工 的 过 滤 第 阵 是 
i ls 
全 = 人 小 
定理 4.4 设 工 和 II 部 是 直角 坐标 系 ， 则 TI 到 工 的 过 滤 息 阵 
是 正 迹 乱 阵 ， 状 日 工 到 工 的 过 渡 矩 阵 是 A!. 

证 明 因为 lei|=1, [es|=1, el es, 大 且 工 是 直角 尘 和 标 孙 ， 
所 以 有 有 
有 十 二 CE++G 史 二 1 ad + Anse = 人 0, (4 18) 
由 市 题 4.4 知 ，4 是 正 交 矩阵， 

到 工 的 过 渡 矩 隆 为 4-5 由 于 和 是 正 交 天 阵 ， 所 以 4- 
= A 


工 到 开 的 点 的 直角 坐标 变换 公式 为 : 


(= 人 2 人 (4.19) 


for 


于 是 ， 王 到 工 的 点 的 雇 角 坐标 变换 公式 为 ， 


C= oC 人， (4.20) 
vy Ca2l {zz ¥— Vo Cs 人 sa 一 


工 到 开 药 向 晤 的 直角 坐标 变换 公式 为 ， 


(人 0) (2 


Tal 2 
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五 到 工 的 向 量 的 直角 上 化 标 变换 公式 为 ， 


CO) WC ea 


ds do 


3,2 直角 坐标 变换 中 的 过 渡 撼 阵 


寺 朋 法 标 除 工 到 正 的 迁 渡 短 阵 4 时 然 有 四 个 数 ， 但 是 由于 它 
是 正 迹 乱 阵 ， 注 足 C4.13) 中 的 三 个 方程 ， 因 此 只 有 一 个 数 是 由 出 
移 ， 下 闸 尝 详细 讨论 这 成， 1 

平面 上 的 优 射 坐 标 系 [Ojelyeg] 称 为 右手 系 ， 如 果 愉 er 反 时 
针 旋转 小 于 180 "的 和 角 便 与 es 重合 。 友之 称 为 左手 系 。 对 于 直角 
坐标 系 来 说 ， 著 ai 旋转 90 与 es 重合 ， 则 为 布 手 系 ! 党 旋转 
-90" 于 上 昌 重 人 台 ， 则 为 去 竹 水 。 

TIT[O;e1,89]， [Oye4 ,e692j 贡 是 布 手 霹 角 上 坐标 采 ， 
Of Cxo, Yo) eo de); eolflos (2s). 
好 有 
A Bl = CO El, Up Ol*e= COSCE! , 82>, 
Aas = e081 = 008Ces ,6 , (p= ees 一 0D8CE , 00>, 


设 所 反 时 畦 施 转 6 角 便 与 ei 重合 (如 图 4,.2), 分别 讨 诊 
O00 AO Lr, rl, Oar 


这 四 种 情况 ， 可 得 
CT = CoB) el 二 Cos 
al = COs<e’ ,es> = sing, 
da= cose ,01>= — sind, 


Qa 一 CDSCeS ,Fa> = CoS, 


从 而 工 烈 开 的 过 访 给 阵 为 
_ Cos sing 
(i oor 
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容易 算出 ， | 有 1=1。 
* 读者 可 类 似 上 述 讨 论 得 到 ， 设 0 仍 表 示 1 到 1 的 转角 ， 
芳 工 是 右手 锯 角 毕 标 条 ， 械 是 左 于 直角 华 标 柔 ， 则 工 到 二 的 过 滤 


年 阵 为 
cosd sing 
(in0 一 CnS 小 
车 工 中 左手 丰 角 坐标 系 ， 苹 布 手 塌 角 坐 标 系 ， 则 工 到 工 的 
过 滤 惩 陈 是 
cosh — sinn 
(in oo) 


车 I 工 和 五 部 是 左 于 直角 誉 标 系 ， 则 工 到 下 的 过 渡 和 矩阵 站 
caap asin 
(ia ou0)- 
定义 4.10 平面 (或 空间 ?的 两 个 坐标 系 ， 如 果 它 们 都 是 右手 
涵 ， 或 者 它们 都 是 去 手 系 ， 划 称 它 们 是 同 定向 的 ! 如 果 一 个 是 左 
手 系 ， 另 一 个 是 右手 么 ， 则 称 它 们 是 反 定 向 的 。 
从 上 面前 过 诊 可 以 得 到 
命题 4.5 设 工 各 I 工 都 是 平面 的 直角 举 标 系 , 设 工 到 工 的 过 滤 
年 阵 是 4， 则 工 和 开 同 定 商 的 充分 必要 条 件 为 14 | = 二 从 而 它们 
是 反 定 向 的 充分 必 杰 条件 为 | 上 1 = 一 1 
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如 无 转 别 志明， 今后 所 取 的 次 角 坐 称 系 都 是 右 竹 系 。 


5.5 移 轴 公式 和 转轴 公式 


设 I1[5Ose1,e2」 和 ILO“ el,ess] 都 是 右 于 直角 能 标 系 ， 
DGxo yo，el 到 e: 的 转角 为 9， 则 工 到 开 的 点 的 笃 标 变换 念 式 为 


0 si co 
人) 
车 8=0， 册 (4.23? 成 为 


(0 10) 0 


即 
X= XXp, 
{ C4.24) 
y= + Ho, 
《4,24) 就 是 移 绵 公式 。 
将 0/ 与 0 重合 ， 则 (4.233 成 为 
x Cosg ~singy x’ 
(,) 人 ss0) 27) (4.25) 
(4.25) 称 为 转轴 公式 。 


23)，C4.24)，C4.25) 说 明 ， 平 面 于 剑 一 右手 直角 化 标 变 
换 可 以 经 过 移 胃 和 转 辅 得 到 , 即 对 于 右手 让 前 坐标 柔 FO3ei,es] 
和 JILO eli,es1]， 有 
[Ose ,es lO ,0, ,0,1 TO ;es ,e. 
或 [Ojeryesr Te [Oyei,es] ECO’ ee]. 
上 述 结 论 对 于 住 意 了 两 个 同 定向 的 监 角 坐标 系 仍 成 立 ， 但 对 于 
反 定 向 的 商 个 直角 坐标 对 不 成 立 。 
5.4 例 
例 4.1 在 平面 FE， 设 六 轴 ， 久 轴 在 原 坐 标 系 中 舶 方程 分 
别 为 ， 
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重 


一 4 十 1 二 人 0，4 人 二 3y 一 了 二 人 0 


且 新 ， 旧 涩 标 系 都 是 右 于 交角 华 标 系 ， 求 工 到 工 的 点 的 举 标 变换 
公式 ， 备 线 了 2x 一 y+3=0 在 新 坐标 系 中 的 方 穆 ， 直线 有 是: 
x +28 -1=0 在 愿 坐 标 系 中 的 方程 。 
解 ” 谈 原 任 标 系 为 I[Oyei,es], 新 出 标 系 鸭 EO ye ,es1. 
解 方程 组 
| 3X 一 43 上 TI=D0 
4X 于 33 一 了 = 


得 zx=1,4#=1。 因 此 ，07 的 工 些 标 是 41,1)。 
因为 <” 轴 的 标准 方程 为 : 


所 以 x’ 辆 的 方向 系数 为 (4,3)， 于 是 。! 的 工 坐标 为 (二 ,三 ) 或 者 
(- 二 ，- 主 )， 下 面 取 %! 的 工 坐标 为 (4 , 呈 }， 现 由 (4.237 得 


到 于 的 点 的 约 标 变换 公式 为 ; 


si 
| 
Te 
有 
lw | 


3 
1 人) +( ， ). (4.20) 
国 

i 2x-y+3=0 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 : 


a(S -yy + 1) 一 (Bx ty + 1) +3=0, 
好 xX 一 28 +4d=0, 
二 到 工 的 点 的 缀 标 变换 公式 为 : 
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(小 (4.27》 


on [> le 


jz: Xx +2y -1=0 在 原 坐 标 系 中 的 方程 为 : 


[S-Di | -3 D+)-1=0, 


有 即 2x—11y+14=0, 
例 4.2 在 平面 右手 直角 坐标 系 中 ， 求 分 式 线性 画 数 、 
ax+b 


y= 2 其 中 ad 夺 be，c 专 0 


的 图 象 。 
解 ” 先 将 所 给 面 数 适 当 变 形 ， 从 而 看 出 应 怎样 作 坐 标 变换 十 
能 使 此 图 形 的 方程 简单 。 


在 好 d b Be 一 GE 
axt+b ote (x+ ro a 63 
yorra 加 a a 本 ’ 
区 十 二 +4 一 xX 二 二 


于 是 得 


从 而 看 屿 只 要 作 移 办 


由 d 
eo 
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划 读 图 形 在 新 华 标 系 ( 其 原点 0 的 旧 坐 标 为 (- 2re，ar 的 中 的 方 
程 汶 | 
be-ad 

= 

这 起 以 新 坐标 邓 的 x 可，y 轴 
为 潮 近 线 的 等 辅 双 明 线 。 Xx” 轩 ， 
Yy” 辅 在 原 任 标 条 中 的 方程 分 别 
为 : 


和 


习 题 4.3 

41。 在 直 前 坐标 条 Oxy 由， 也 面 线 上 ， dx 一 3y+12=0 为 
新 坐标 系 的 x 轴 ， 取 通过 点 4(1, -3) 且 民 直 于 1 的 协 线 为 六 
辆 ， 写 出 点 的 感 标 变 换 公 起 ， 并 卫 求 惠 线 ， 3% 一 2#+5=0 在 新 
坐标 对 中 的 方程 。 

2。 设 x* 辆 和 思 在 原 霹 角 华 标 厅 中 的 方 各 分 别 为 : 

12x— 5y~2=0 和 5x%+12y-29=0, 

写 出 点 的 坐标 变换 公式 ， 拉 且 求 点 4(- 2,0) 的 新 坐标 。 设 某 椭 
圆 的 长 轴 、 短 辅 分 别 在 *′ 轨 、y′ 轩 上 ; 共 蕉 . 短 牢 辅 的 长 分 别 
沁 3,2, 求 这 个 椭 辕 在原 些 标 邓 中 的 方 穆 ，。 

3， 如 果 华 标 采 I 工 和 五 都 是 省 手雷 角 些 标 和 对， 且 工 的 冻 点 0 


的 了 坐 奈 是 (1,2)，ei 到 ef 的 转角 是 所， 求 的 原点 0 的 耳 举 榜 


以 及 直线 1 x-y=1 在 [中 的 方程 

4. 作 直 角 坐 标 变换 ， 已 知 点 A4(6,~5),B(1, 一 和 的 新 华 
标 分 别 为 (I, 一 3) ,0,2)， 求 点 的 华 标 变换 公式 ， 

5， 痊 将 角 举 标 系 Oxy 中; 已 知 三 点 A(2,1),B(~1,2)， 
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cl,- 3)， 如 果 将 坐标 原点 移 到 旦 点 ， 砷 是 坐标 辅 旋转 角度 
a= aretg 了 ， 求 点 的 坐标 变换 公式 ， 并 且 求 4,8,C 在 新 他 标 条 


中 的 绝 标 ， 
6. 设 新 旧 坐 标 条 都 是 右手 查 角 举 标 杀 ， 礁 标 变 换 公 式 .为 
1 ML 2 jy 2 “十 5 A 
0) | 2 yy +9 (2) | yt, 
3= 一 -2 y 一 3 4 = 工 一 2 


其 中 x, 奶 与 (x , 久 ) 分 别 表 示 同 一 个 点 的 旧 坐标 与 新 坐标 ， 求 新 
坐 丢 系 的 原点 的 旧 从 标 ， 并 且 求 储 标 轴 旅 转 的 角 9。 
7 蕊 知 一 曲线 在 给 定 的 右 于 直角 坐标 系 中 的 方程 为 
V= dx — BX+5, 
二 作 一 可 和 角 举 标 变 换 ， 使 这 条 曲线 的 新 力 程 中 不 舍 有 * 的 一 区 项 
以 及 常数 项 ， 并 且 作 图 ， 
8， 求 分 式 线性 画 数 


的 岁 象 ， 并 且 台 图 

9. 在 右 于 直角 坐标 对 Oxy 中 ， 设 一 搬移 线 的 对 称 轴 是 ; 
x 一 上 一 二 0， 顶 点 是 (4,2)， 然 点 是 (2,0)， 求 它 的 方程 . 

10. 已 知 -“ 托 物 线 的 浴 线 1 的 方程 汶 : x 一 +2=0， 和 焦点 为 
F(2,0)， 求 这 抛物 线 的 方程 ， 其 中 Oxy 是 右手 直角 坐标 系 。 

11. 在 右 乎 查 角 坐标 系 Oxy 中 ， 已 知 一 个 椭 回 的 长 轴 和 短 轴 
分 天 在 直线 LL: x*t+y=0 和 bx 一 +1= 0 上， 半 且 这 实 圆 欧 宇 轴 
四 4a=2,2=1， 求 这 个 精 图 的 方程 。 

.在 右手 苞 角 坐标 系 Oxy 中 ,， 求 经 过 点 AKC-2, -1 和 

peo 2), 并 已 长 轴 和 短 轴 分 别 在 直线 4; x-y+1= 0 和; 
x+yt1= 0 上 的 烽 圆 的 方程 。 
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*#13。 在 右手 直角 坐标 系 工 由， 设 两 直线 上 
4iX+EBTLCi=0 (=1,2) 
互相 稚 丁 ， 取 ,is 为 右手 亏 角 坐标 对 了 的 Oy’ 加、0'x’ 轴 ， 试 
求 工 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 。 


$4 空间 坐标 变换 


4,1 仿 射 坐标 变换 

定理 4.5 若 工 Dier,ez,es] 和 JILO'jie ,es ,ea -都 是 空间 

的 仿 射 琢 标 系 ， 设 D 的 工 坐标 是 (xo ,加 ,zo)3 设 e5 的 I 坐 标 是 

《aijyasjyasj， 7= 1 2,3。 则 开 和 到 下 的 点 的 仿 射 坐 标 变换 公式 为 
区 EL ds Qi 1 Xo N- 

J -人 人 ae cj 小 人 

2 ‘Aa Gag faa! \3’ Zo 


I 到 五 的 向 量 的 仿 射 坐标 变换 公式 为 


- 
Hl Hi Qs dad fu 
: =|as do Goa || ws bs (4,29) 
加 
Hs da {a Gaal ‘Hs 


} 《4,28) 


其 中 Ql Ci 全 18 
.和 =|as fss ass 
dal {as taal. 


称 为 到 IL 的 过 渡 和 矩阵 ， 它 的 第 7 列 是 5 的 I 工 举 标 (7 =1,2,3)， 
证 明 ， 设 点 计 的 工 坐 标 为 《x,y,3), 本 奉 标 为 (x ,J ,2 人 )， 
则 
OM = OO + OM . 
= (X001 + Yoeat Eos) TT CX’ er’ 十 3 eo + 2 Ba’) 
= Xoelt Yoes 十 xzoes tx CULL + Coles + Ga1e3) 
+ Y (A1281 + Haales TF (3263) + 2’ (O1381 + dass + Taaes) 


= {xo tax + Lad’ + rg3’ Jert CYo + grx’ 十 Ga 
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+ 0ag2’ ) ed Co + AX’ + Gsay’ + Mga’ ) ea 
由 而 得 | 
X= aX + ay’ + A132’ + Xo 
六 GelX ”十 人 sg + 233’ + yp, 
2= x’ + Eged’ + Lag’ + oe 
设 本 的 工 些 标 为 Cai ,Us :Us) ， 
五 雁 标 为 C(t, Hs ,4s')， 上 
《4,28) 易 得 (4.29)。 
定理 4.6 优 射 级 标 系 
TILOieiyes,es] 到 I tO’ ye’, 
es’ ,ea 的 过 渡 瑟 降生 是非 奇异 
图 4.4 的; 并 内 工 与 拓 同 定向 的 天 分 必 
要 条 件 是 | 41>0， 
证 明 因 汐 I 到 了 的 过 流 短 阵 和 4 的 第 了 列 是 er 的 工 些 奈 ， 
册 于 a4,84 ,65 不 艾 面 ， 所 忆 141 寺 0， 即 4 非 奇 四 。 
由 公式 《1.34) 得 


el Xe2res Ci =|Al, 4 
€1 x E+8o 
因此 工 与 工 周 定向 的 完 分 必要 条 件 是 141>>0， 

推论 4.1 平面 上 的 两 个 仿 射 坐 标 系 T[Oiei'et] 和 工 
[07 ie ,es' 1] 同 定 视 的 充分 必要 条 件 是 了 到 下 的 过 渡 算 阵 丰 的 行 
列 式 |41>0。 

证 明 兮 es=erxes， 考 感 衬 间 的 两 个 仿 射 坐标 系 了 : 
[OSe, ,es, es 种 I 1: LO’ ye ,02,es], 利用 定理 4.6 易 证 得 推论 
4,1, 详 组 推导 请 读者 自己 练习 。 

由 (4.28) 可 以 得 到 工 到 了 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 


x du ds Wa fx— Xo 
y’ |= zs gs y— yol, ‘4,30) 
2 Gil fas Cag 2 — oy 
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4.2 交角 坐标 变换 


定理 4.5 和 4,6 在 直角 举 标 系 中 当然 也 成 立 。 现 在 进一步 研 党 
直角 坐标 变换 的 特殊 性 。 
定理 4.7 设 I[O;e ,e263j 和 本 [O eyeses] 都 是 卉 月 坐 
标 系 ， 则 工 到 了 的 过 滤 短 阵 4 是 正 迹 年 阵 :， 从 而 也 到 工 的 过 渡 目 
阵 是 4 。 
证 明 证 。5 的 工 坐 标 是 Cajad2, 0a )y 1=1,2,3, 因 汶 本 
是 直角 坐标 水， 所 以 |e 放 =1,07=1,2,3) ey.Lei， 当 1 车 j。 友 
因为 工 是 广角 坐标 系 ， 所 以 上 述 条 件 用 坐标 写 出 喜 是 : 
ai+asi+asr=1， 7=1,2,3; 
Qia1j + dad + ada = 0, ij 


这 些 条 件 说 明 工 到 卫 的 过 渡 短 阵 


Ci ds Qa 
A=|as de Qo3 
al de Ass 


是 正 变 拓 阵 ， 从 而 工 到 工 的 过 渡 剑 阵 是 4 = 4 
由 于 正 奖 第 阵 的 行列 式 等 于 + 或 -1， 因 此 空间 的 两 个 直 
角 仍 标 系 同 定向 的 充分 必 蔓 条件 是 它们 的 过 滤 所 阵 的 行列 式 蔚 
于 十 1。 


4.5 例 


例 4.5 证 明 : 在 右手 定 角 坐标 系 [Oeezes] 中 ， 方 程 
fC2x+s-3s 必 2)=0 表 示 的 图 形 是 杜 面 :其 县 求 出 它 的 母线 
方向 和 一 条 准 线 的 方程 。 

证 明 ”和 如果 能 选择 一 个 合适 的 直角 坐标 对 ， 使 得 这 个 图 形 的 
方程 中 不 售 基 一 个 坐标， 则 此 图 形 就 是 柱 面 。 观 察 原 方程 的 特 
点 ， 知 道 如 果 兮 

区 ”一 大 KK2X 十 8 一 3 y=l(x— 2y), 
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则 该 图 形 方程 这 成 (和 ,车 )= 0 我 们 要 求 LFOler es’，es 
也 是 右手 次 角 坐 标 系 ,四 工 到 工 的 直角 坐标 变 稳 公式 知 ， 此 
时 si" ,ez” 的 工 坐标 分 别 是 〈2K ,一 3K) ,1 一 21,0), 册 于 |e1'| 
= jes“| =1， 所 以 应 当 取 


= i ll 1 1 a 
w223+18+K 一 3)2 v1 vt-2) ww 5” 


由 于 ore -XE+ I ( + X00， 所 
以 el’ es 。 再 分 eg 一 801’ Xes ， er ee 00 A 
直角 举 标 系 。ex: 的 工 华 标 易 算出 为 ( -2 一 20 一 局) 从 
而 五 到 工 的 点 的 淮 标 变换 公式 浆 


- 


x 一 2 +y ~ 32)，, 


2 -x+ 3 + 8), 
了 


所 给 图 形 在 开 中 的 方程 为 
LAE "V5Y )=0, 
它 是 柱 面 。 它 的 母线 方向 fe ， 所 以 可 取 m 为 《6， 3528 
避 的 虹 磺 和 中 的 方程 为 
[A 5y Y=0, 
四 2 = 10; 
从 而 次 线 在 工 中 的 方程 为 
人 
Bx + ay+ 2= 0, 
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4.4 代数 曲面 ( 线 ) 及 其 次 数 
鹤 间 《或 平面 ) 的 任 一 点 好 对 于 不 同 绎 标 系 的 坐标 是 不 同 
的 ， 因 而 作为 点 的 轨迹 的 图 形 在 不 同 坐 标 季 中 的 浪 程 也 就 不 同 ， 
但 是 有 
定理 4.8 玫 图 形 S 在 仿 射 坐标 条 I 工 中 的 方程 F(x ,yz = 小 
的 左 如 是 x,y,z 的 1 次 多 项 式 ， 则 S 在 性 疙 一 个 仿 射 华 标 系 荆 中 
的 方程 G(x ,yy ,2 ') = 0 的 左 蝙 是 x ,Jy ,2 的 ?次 多 项 式 . 
证 明 头 为 I 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 证 ,y,z 列表 示威 
x 9 ,21 的 一 次 多 硕 式 ， 所 以 若 (XxX,#,s) 是 儿 项 式 ， 则 用 I 到 
了 的 毕 标 变换 公式 代入 F(x ,yy ,zs) 中 得 到 的 CCX ,9 ,2 站 以 是 X14 y 
yz27 的 多 项 式 ; 开 昌 Gx!' ,yz 站 的 次 数 册 不 超过 P(x ,yz) 
次 煞 站 。 同 理 ， 朵 为 用 也 到 了 的 点 的 坐标 变换 公式 代 大 GCCY” ， 
J ,2 中 即 得 CY,,8)， 扬 以 fim。 于 是 贡 =11。 
定理 4.8 说 明 ， 一 个 图 形 的 方程 的 左 端 是 否 为 多 项 起 以 及 这 
多项式 的 葡 数 与 坐标 系 的 选择 无 关 ， 它们 都 是 图 形 本 身 的 性 
质 。 1 
考 鲍 形 3 的 方程 的 堪 映 是 客 项 式 ， 则 称 汪 是 代数 昌 面 ， 并 且 . 
把 这 个 多 项 式 的 次 数 称 为 这 个 代数 曲面 的 次 数 ， 
至 面 上 的 图 形 者 类 似 的 性 质 .。 若 平 击 上 图 形 & 和 的 方程 的 顽 端 
是 多 颈 式 ， 则 称 S 是 代数 曲线 ， 大 日 把 这 个 密 项 式 的 次 数 称 为 这 
条 代数 昌 线 的 次 数 。 璧 如 ， 畏 加 ， 双 上 曲线、 抛物 线 的 标准 方程 是 
二 演 的 ， 由 此 可 知 ， 它 们 木 论 在 哪 一 个 仿 射 从 标 季 中 的 淹 程 也 者 
是 二 次 和 的， 所 以 它 2 们 都 称 为 二 次 曲线 . 


习题 .4.4 


1， 变 OA4BC 为 四 画集 ， 依次 是 入 ABC 的 三 边 4 阳 ， 
BC,C4 的 中 点， 到 ， 
9， 564 ,08 ,DC]，I[0 OL ,5 ， OR 
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(C1) 求 工 到 到 的 点 的 坐标 变换 公式 和 向量 前 坐 慰 变 换 公 
式 ， 疹 求 卫 到 工 的 点 (向 量 ? 的 坐标 变换 公式 

42) 求 太 ,B,C, AB ,AC 的 1 坐标 ， 

2 设 ILOye,es,e3j 和 I 了 [0O’ ye ,es ,8 ,ea 都 是 右手 枉 角 
华 际 如 ;已 知 0 的 工 枚 标 基 (2 ,1,2) ,er 与 07O 同 向 ， Oy 加 与 OF 
贺 亦 于 点 A50,9,0), 2 与 0 及 让 间 向 。 求 了 到 本 的 点 的 坐标 变 
换 翁 式 。 | 

3, 在 入 手 攻 角 胡 标 和 I[Ose,es,e] 中 ， 已 给 三 个 五 相生 
看 的 当面 1 1 
Ni XHi+2—1t=0, Ro YX—-2+1=0, Ha 其 一 24 十 了 十 20。 
锁定 新 的 坐标 系 卫 [0O 381 ,ea ,es 使 得 TT2,N8 分 其 为 2" ， 
zs x ,XY 坐标 面 ; 且 〇 在 新 华 标 对 的 第 一 才 限 内 。 求 工 到 下 的 

4。 在 本 于 直角 坐标 系 Oxyz 中 ,曲面 3 的 方程 为 

C1) Cx+y+a) -Ct— YH) = 

CY 9x3 一 253 二 1623 一 全 和 和 十 是 和 x — G02 = 0, 
斌 判断 号 什 么 卓 而 ? 

5。 -画册 下 下 列 曲 面 的 简 图 ， 这 些 山 曾 存 右手 珀 角 壁 标 订 Oxys 
中 的 方程 分 别 为 


x ， 提 加 2 2 
(1) Ft st- C2Y) x +2k#+ +2 =1s. 
3) 4=xy (4) dy ? 
6。 设 IT[O;e1,#s] 和 [Oye ,ez 赴 者 是 豆角 为 的 辣 定向. 
玖 儿 角 坐标 系 ( 即 1eij =|es[=1, 1=1,2; 《el:63> 一 《et ;ez > 
= 外 ,二 el 测 ez/ 的 转角 为 =。 求 到 的 点 的 从 标 变换 公式 ， 
7, 已 知 sLr,|e 1=1, 将 7 r 绕 e “ 右 旋 角度 得 ru， 试用 。， 
r0 乱 示 ?1。 
8。 给 定 三 点 0,4,P(9 夺 4)， 将 P 线 04 右 旋 角度 8 得 到 
14G | 


P,, 试用 O04 ,OP ,4 表示 OP,. 
*9. 将 右手 站 简化 标 肝 了 [OFei, ea, eal 绕 方 向 ut :1 :1) 右 
旋 二 ， 原 点 不 动 , 得 坐标 系 卫 [0O:e ,es ,ee ]。 求 工 济 帮 的 点 的 
104， 在 直角 促 标 系 中 ， 车 *0y 平面 上 的 暴 线 
IIX2 + Dax ft Hoa + aX + DAV + do = 0 
是 桥 风 ( 妈 曲 线 、 拆 物 线 )， 同 二 区 曲面 
B=AX+ Ary + oy + D0.X + 2 + to 


是 什么 曲 别 ? 


11， 如 果 a bl ce 
az be col 0, 
a ba es 
出 曲面 ， 


Coaxtbyt ost at beyt ar) + (as + bay + tor):= 1 

是 什么 曲面? 

*]2， 讲 明 ， 宕 志 角 具 标 条 Oxyz 中 ， 顶 点 在 原点 的 二 葡 锥 
再 

A 十 fal? + da + Oxy 二 ary + DaX2 0 
有 莹 茶 互 相生 讶 的 志 侠 线 的 充分 必要 条件 是 
n+ dgt des = 0, 

3。 设 上 和 名 是 两 条 不 相交 的 直线， 分 别 通过 到 和 下 性 
两 个 互相 溢 直 的 平面 ， 证 明 交 线 的 轨 和 法 是 剃 叶 双 邮 面 。 

+*]4。 设 I[Dier:ez,es]j 和 了 LOie ,es ,es'] 是 有 相间 原点 
的 而 手 直 角 坐 标 系 。 则 工 到 开 的 坐标 变换 可 芒 分 三 个 阶 个 来 完 
成 : 

X= xe0sgp — ysinyg; 
(1) y= x*aing + y” cosy, 


2 = gy 


a X=", 
Ciiy y= cosd—2 sing, 


gs” 一 sind+ 2 cosd, 


i x 一 区 GO 人 — y'sing, 
Ciiiy ot 7 
了 X'sing + yy COs 的 ， 
| =27, | . 
其 中 角 %,9,9 称 为 欧 拉 角 ， 它 们 完全 确定 了 工 到 正 的 坐标 变换 - 
试 指 寺 这 三 个 阶段 的 坐标 变换 是 怎么 作 的 ? 角 风 ,8,9 各 是 哪个 
角 ? 试 写 出 用 ,8,8 表示 的 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 。 


第 五 章 ” 二 次 曲线 方程 的 化 简 及 其 性 质 


鞋 面 土 的 二 次 曲线 除了 补 贺 (包括 男 》)、 双 前线 、 抛 物 线 外 ， 
还 有 没有 别 的 ? 如 和 何 从 所 给 的 二 区 方 程 判 草 它 代 表 什 么 一 次 前 
线 ? 它 的 形状 和 位 置 如 和合 ? 二 次 曲线 有 哪些 几何 性 质 ? 这 些 就 是 
本 音 所 要 太 究 的 问题 。 本 章 所 取 的 坐标 条 都 是 右手 棕 角 举 标 用 。 
平面 上 二 坎 曲 线 的 一 般 方 各 是 


11X2 二 2Q12x 罗 十 Gazy2 二 2axy 二 20 二 人。 (5.71) 
其 中 414942 ,029 不 全 为 需 。 


方程 565.1) 的 宕 庙 是 ;8 的 一 区 过 项 式 ， 向 记 作 PCz, 扩 ， 把 
Ex 用 的 一 葡 项 部 分 


A 十 Dygx + Ca 了 C5.2) 

简 记 作 wz, 凡 ， 利 用 扎 阵 的 乘法 可 以 把 gx ,2 写成 下 让 形式 ， 
本 Hi Ga 区 

n= GD 人 2 外 (5 3 


由 pCx 2 中字 , 天 项 的 系数 作为 主 对 和 角 元 ，xy 项 的 孙 数 的 -- 衬 
作为 (1,2) 元 组 成 的 对 称 算 阵 


a) 0 


中 1 fo 
称 之 为 gx 杂 的 给 阵 。 
简 用 矩阵 的 到 法 ， 还 可 以 把 PCx ,只 写 成 下 述 形 式 ， 


A Gs di 
[和 » 《5.57 
如 2 coAA1A 
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其 中 无 隆 


P= 


a 2 Cl 
dz (ss ds {5,8) 
dl dg 如 0 


称 六 二 欧 方 程 (5.1) 的 算 阵 ， 它 是 对 称 秆 阵 。 合 861:= (aas， 则 
卫 可 以 分 块 写成 


及 “ 
P= 人 (5 .小 C5.7) 
再 分 of = 7， 则 天 Cx ,办 证 以 表示 成 
网 在 
Fx, = (at,D(s, ,外 (ii.8) 
于 是 方 释 (5.1) 可 以 写成 
oO 
作 


$1 二 次 曲线 方程 的 化 简 
为 子 判 别 在 吝 平 起 角 坐 标 系 TOyeiyei] 中 的 一 其 方程 (5.1) 


当 秒 数 取 各 种 值 时 ， 它 能 垃 示 哪 几 种 曲线 ， 容 易 想到 的 办 法 是 ， 
作 右 手 韦 角 维 标 蛮 换 , 使 得 二 次 上 曲线 (5.1) 在 新 坐标 系 中 的 方程 比 
较 简 单 ， 易 于 辨认 出 它 才 示 什 么 阳线 。 几 于 任 -- 右 手 府 角 坐 标 变 
换 攻 可 山 移 轴 和 转轴 得 到 ， 所 以 我 们 首先 来 研究 在 转轴 下 二 忒 方 
程 (5.1) 的 系数 变化 规律 。 


1.1， 作 转轴 消去 交 及 项 


设 工 [05e 7 ,es 是 由 工 经 过 转轴 得 到 的 ， 转 角 为 如 则 I 到 
[的 点 的 坐标 变换 公式 为 


bs cosB 一 人 im 上 Ar/ 
CC 0 ea 
y sinp cosBA \y’ 
命 
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, 0 sing ef 
“= (bin 0)， “一 (,)} “= (,) 
基因 畏 公式 (5.10) 可 以 写成 


一 下 
t= Toa’, 


由 (5.10) 可 以 得 到 

x Cos -sind OV Ac 
oy = 区 cos 0 I@! 
1 0 0 1 人 


(CE YN) 


用 (55.1) 代 大 兴 程 (5, 拉 中 ， 得 到 二 次 昌 线 (5,1) 的 新 方程 为 : 


ep OE WO) em 


斯 


即 


了 了 4 
由 于 《Te4TD = 了 iAtT =T1iAT， 所 以 T'AT 扔 为 对 称 护 阵 ， 
于 是 新 方程 的 二 次 项 部 分 p(x ,y') 的 年 阵 为 T'AT， 一 奖项 系 
数 的 一 中 组 成 的 列 是 了 '6; 常数 项 是 ao。 这 说 明 ， 经 过 转轴 ， 新 
方程 的 二 葡 项 系数 只 与 原 方 程 的 二 次 项 系数 及 转角 有 关 ， 新 方 
程 的 一 式 项 邓 数 只 与 原 方程 的 一 次 项 系数 及 转角 8 有 关 ; 经 过 转 . 
辆 ， 常 数 项 不 变 。 

九 然 :二 次 方程 的 二 葡 项 系数 在 转 铀 下 是 会 收 变 的 ， 因 此 我 们 
只 要 适当 选取 转角 9， 就 有 可 能 消去 交叉 项 (了 即 ，xy 项 )， 从 
了 47 可 准 得 新 方程 的 交叉 项 系数 的 一 让 ( 它 就 是 TAT 的 - 
《1， 妇 元 ) 为 ; 


《ass — 11)3ind cosd + qlaCe080 — sin?d) 
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= 于 (Gas alliysin28 + docos28。 (5.13) 

因此 ， 当 6.0230 时 ， 新 方程 的 变 双 项 系数 为 等 的 充分 必 蓝 条 件 
是 四 
ts 28 =, C5.,14) 

选取 满 是 (5,14) 的 了， 则 新 方程 成 为 
A EE + 2 + 2 = (5.15) 
其 中 ao’ = oz8/ = 人 6， 这 里 51 = (oo 外 现 企 素 求 ay 和 as 
它们 分别 起 TiAT 的 人 11 元 和 《2,22 元 。 因 为 了 是 正 迹 抢 阵 ， 
所 以 Tt 三 1, 于 是 有 


TAT = (和 " )， 


0 2 
以 而 痊 
AT= TC 0 ) 
- 0 Gag’ 
即 


A ee = ( Te 本 
as Qe singd cosb . \sind cosb 0 aa!d’ 


比较 等 式 两 边 的 抱 阵 的 主 对 角 元 便 得 到 ， 
dcosd + tosing = eal tos, 《5.1672 
一 Qizsin 人 + 422c030 = aoz cosd, (5,17) 


慨 如 sosl = 0， 则 由 (5.162 得 aliasing= 0， 出 于 as 二 0 因此 得 
sin0 = 0， 这 不 可 能 ， 所 坎 eosg 所 0。 从 (5.167 和 (5.17? 分 别 得 到 
A = t+ Aastgd, (5, 18Y 
-aas = Qos — Hotg0, | 5,.19) 
例 5.1 作 转 辅 列 去 下 述 二 或 方程 的 严 屎 项 
SX 4x2 24x—12y+18=0, 
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解 ”选取 转角 8 使 得 它 满足 


1 da _ 0~2_ 9 


chp 20 .2 .一 
8 2012 # 了 
到 2tg20 + gd mo= 0, 
解 得 i180 = -] 或 2。 取 t89= 2 ， 且 取 8 为 锐角 ， 则 
sind = 人， cnsg = >. 
于 是 
Qn’ man tamlg =0+2xF=0 
2 owl 
qza A dg 0=2-2x=1, 
a oa 人 sinn 2 - - 7 一 
相交 oa : :和 | -元 一 12 Ow 3 
说 — sind cos 由 as 四 2 -6 0 


因此 转轴 后 的 新 方程 为 


Dx It ya +18=0, 


转 一 公式 为 


,元 vi 

1 2 ” 
4 了 

v 5 v5 了 


1.2 和 作 移 轴 进 一 步 化 简 方 程 
经 过 畦 轴 请 去 交叉 项 后 ， 功 可 以 通过 配方 ， 再 作 移 轴 ， 把 二 
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次 方程 行 一 步 化 简 ， 这 时 需要 区 分 儿 各 情况 ， 

特 形 1， aa 与 ae” 同 号 

山 于 椭圆 的 标 灌 方程 中 平方 项 的 柔 数 是 同 导 的 ， 因 此 我 们 把 
消去 奖 叉 项 后 ， 平 方 项 系数 同 呈 的 二 其 曲线 称 为 故园 型 曲线 。 此 
时 把 新 方程 (5.15)? 配 方 得 


四 总 和 a 上 总 -2 
a a a a 
a (x Ta 5 ) + qu (yr 二 + 一 下 0 


作 移 笛 


(5.20) 


则 一 次 方程 65.15) 变 成 
Qn XK + ga’ 末 可 十 oI = 0, (5.21) 


其 中 


a pil (C5.22) 


其 中 ef = 二 分 -，b 闻 = 二 所 ~-。 显 然 (5.22) 是 椭圆 的 标准 方程 ， 
11 


tay 
[1.2] 车 c* 瑟 a 同 号 ， 则 凿 伴 得 
信 让 2 vi _ 
‘at 3 = 一 1, (5,.23) 


共 中 a3 = 全 ， 如 = ,显然 方程 (5,23) 无 轨 流 ,有 时 也 称 (5,23? 
11 EE 
类 示 一 个 虚 精 国 ， 
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[1.3] 车 6 =0， 则 (5.212? 可 写成 


2 2 

区 -2 二 习 

2 
As bs 


5.24) 


显然 (5.24 ) 表 示 一 个 点 0*{ 移 轴 后 


ta 一 1 bi _ +. 
其 中 人 Ta 全 Ta 
的 坐标 系 的 原点 )， 


情形 2， 4 与 4%2' 异 号 
出 于 双 曲 线 的 标 吹 方程 中 平方 项 的 系数 异 导 ， 网 此 我 们 把 消 


堵 变 及 项 后 ， 和 平方 项 杀 数 异 号 的 二 次 曲线 称 汶 双 曲 型 嵌 线 。 此 时 
类 似 于 情形 1 ， 方 程 45.150 经 配方 ， 再 作 移 辆 全 .20) 可 以 变 成 


(5.21), 
车 oe,* 夺 0， 将 (5.21) 两 边 同 除 以 -co*， 得 


[2.4] 
x 、 四 上 
a pa 1， 当 6* 与 411* 愉 号 ; 《5.257》 
的 4 
或 
x bil 站 FT 站 [ 汗 电 
a We =]， 当 c* 与 an* 同 号 。 (C5,28) 
5 
其 中 
人 条 下 _e * 
2 1 b2 = } 3 妇 一 } 加 中 3 = a 
2 11 22 


显 溢 (5.25) 和 (5.26) 均 类 示 双 遇 线 ， 《5.26) 可 将 坐标 轴 再 转 -， 


变 成 (5.25? 形 式 ， 
[2.5] 车 c=0， 则 C5.21) 可 化 成 
EE He _ 
a2 一 上 一 人 《5.273? 
把 志 边 分 解 因 式 ， 可 看 出 这 个 方程 表示 一 对 相交 直线 。 
与 ala 中 有 一 个 为 零 ( 不 可 能 全 为 零 ? 
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情形 3 ， 


由 于 描 物 线 的 标准 方程 忠平 万 项 系数 有 一 个 为 需 ， 所 以 把 请 
去 刁 及 项 后 ， 平 方 项 系数 有 一 个 为 才 的 二 次 曲线 称 为 抛物 型 曲 


线 。 


此 时 不 站 谈 au = 0， 二 0 如 果 玉 硅 0, as0， 则 可 将 坐标 
从 而 新 方程 中 


轴 再 转子 , 即 作 坐 标 变换 :x = 一 了，y = 


=0,2w 夺 0)。 这 时 方程 (5,15) 成 为 
ay + 2ax’ + 2 + A = 0, 


配方 得 
ol + 2) + aixr 十 和 一 全 =0, 
. 2 
[3.6] 阁 Qi 三 0， 则 作 移 畏 


和 Qt 0 一 
2414m 
+ a ， 
则 (5.29) 成 为 
A + 221 * 二 0。 
显然 这 是 搬 物 线 的 方程 。 
坷 a1=0， 草 (5.29) 成 为 


AN? ， 
oy + 于) +o3=0， 其中 ofa 


2 
tt ™ 


二 Xx/ 
作 移 轴 
J* = 如 十 地 
22 
得 


a +03 = 0 
[3.7] 坷 c3 与 4% 蜡 导 ， 则 电 (5.33) 得 
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a 


(5. 


《5 


.28) 


5.29) 


5.30) 


.31) 


32) 


.33) 


+ 0 C5.34) 
y= rs . 


2 


显然 ， 这 个 方程 表示 -对 平行 直线 。 
[3.8] 若 史 与 a2 朵 急 ， 则 易 看 出 方程 65.33) 匹 加 迹 ， 有 时 
称 它 表示 一 对 虞 平 行 直 线 。 
[3.9] 车 oo=0， 则 下 55.33)7 得 
0 (5.35) 
显然 ， 这 个 方程 表示 一 对 重合 直线 (与 x* 轴 重合 )。 
绿 上 上述， 经 过 直角 坐标 变换 把 二 葡 曙 钱 方 程 化 简 后 ， 可 以 项 
出 ， 二 次 曲线 上 牙 有 九 类 ， 共 中 祷 图 型 用 线 有 三 类 ， 禄 加 , 辜 椭 加 ， 
一 个 点 ! 双 由 型 用 线 有 两 类 ， 双 曲线 ， 一 对 相 变 直线 ; 揭 物 型 砷 
线 有 四 类 ， 掀 物 线 ， 一 对 平行 直线 ，--…- 对 虞 在 行 下 线 ， 一 对 重合 
站 线 。 
撕 贺 ， 双 地 线 ， 需 物 线 这 洋 类 统称 为 圆锥 歇 线 。 
1.3 证 
例 5.2 确定 例 5.1 中 的 二 次 方 黎 关 未 的 一 藉 曲线 的 类 型 、 形 
状 和 人 位置， 着 肌 面 图 。 
和 钼 ” 例 5.1 中 蕊 道 过 转轴 (转角 由 是 锐角 ,日 tg9= 172)7 把 一 式 
方程 化 防 成 


Ox Ty 1 STR=0。 
因为 与 wy 同 层 ， 所 以 这 是 括 辐 型 曲线 、 配 太 得 
Bx — vB)+ty 12=0, 


作 移 加 
xy 一 :一 5， 
= ， 

得 Bx*? 十 38- 12 = 0, 
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站 We 
外 Di 


这 是 椭 婴 ， 上 发 轴 在 所 畏 上 ， 长 平 辅 为 还 ， 短 中 轴 为 v 开 。 
由 例 5,1 的 转轴 公式 和 上 汶 移 轴 公 式 ， 可 得 出 总 的 坐标 变换 
公式 为 


区 2 ] ~ 一 
二 一 Xv 5 
-了 2 下 
y ww 3 . 
ZY 十 2 
Ty 二 1。 


因 些 ， 最 后 的 坐标 系 
人 +xy zy 的 诛 点 已 + 在 
Oxy 中 的 坐标 为 
2,1) ,而 x 辅 镜 妨 轴 的 


1 


转角 6 满足 tg9= 序 ， 且 8 


为 锐角 。 王 是 可 确定 财 
栖 团 的 位 年。 图 就 可 以 
茵 出 了 ， 

例 5.5 确定 下 这 
工效 方程 表示 的 二 殴 曲 


线 的 类 开 、 形 状 和 人 世 置 ， 
图 5.1 并 且 夯 图 。 
4 十 XY 二 十 13X 十 39 十 和 三 汶 。 


解 选取 0 使 满足 
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> 站 3T 开 3. Ed 
所 以 26= 号 或， 即 ， 2= 1 或 1 取 8 = 本， 于 是 


tg = i, cosg = 2, sinb = ;~ 


3 一 和 
1] 
af = dunt dotg0 = 4+4xX1= 8, 
A = ton — dotgO = 44x1=0, 
a’ cosg “int\ al v2 2 13 
2 2 2 
i | 可 3 
在 一 Sin 了 cos0) {Ty - 2 “2 2 
1 2 
二 _ 和 
-Vv 2 
do = a0= 4d, 
所 转轴 后 为 程 为 


BX 82x 5 2 + d=0, 


rE 


这 是 拖 畅 型 曙 线 ， 配 方 得 


2 _ 
s(x +12) -jw 28 = 


作 移 轴 
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得 新 方程 为 98 一 Sw 2 9* 


这 是 括 物 线 ， 开 口 朝 着 六 和 轩 


[eq 一 一 - 
下 向 。 乱 参数 P = 1 2。 


图 ”5.2 总 的 坐标 宗 换 公式 为 
x VE Vo.e_v2 
2 2 2 
二 9 
2 2 
J ~ 了 六 于 
却 
m = 区 册 - 2 Vy 
Vo v2 1 
二 于 一 
WT 3 


于 是 Orx*y* 的 原点 0* 在 0xy 中 的 仅 标 为 ( - 卫 ,- 王 )， 二 轴 
到 xz 全 的 转角 六 -4 ， 这 笠 就 可 西 图 了 ， 


习 题 5.1 
1 ， 通 注 查 角 上 坐标 谈 换 确定 下 列 二 次 方程 表示 的 曲线 的 类 
型 、 形 状 和 位 置 ， 帮 上 且 画 图 。 
C1) 11xs + 8xy+ 3 -12x—12y—12= 0 
C2) 542 TXH— 22x— 12y~19= 0 
C3) x — 2x Ty 10 — y+25= 0 - 
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(C4) Bx 上 AXy+ LE+ BT + d+ = 0 
C0) XI XP 1X y+28= 0 
C6) 9x2 一 8x3 十 2432 一 32z 一 163 十 138 一 人; 
(7) 6xc2+1278 十 近 一 36 一 0 
C8) dx2 — 4xyt -2%—14y+7=0, 
2. 给 定 方程 
CAIxX+t By FO + CAx+ By OC):=1, 
其 中 
ABs— AsBIEO0, AAs + BB,= 10。 
试 经 过 适当 坐标 变换 把 上 述 方 程 化 成 标准 形式 ， 才 且 指 寺 此 注 程 
表示 什么 曲线 。 


$2 二 次 曲线 的 不 变量 


上 节 中 ， 我 们 已 经 会 通过 转轴 和 移 轴 ， 把 二 区 曲线 方程 化 简 
成 标准 形式 ， 由 此 确定 曲线 的 类 型 ， 形 状 和 位 置 。 但 是 在 不 少 问 
题 中 ， 常 常 希 望 直接 从 原 二 欧 方 程 的 系数 求 判 别 它 代 表 的 曲线 的 
类 型 和 形状 ， 木 节 就 求解 决 这 个 问题 。 解 沃 此 问题 的 途径 是 : 先 
讨 诊 在 直角 学 标 变换 予 ， 二 区 方程 的 系数 (看 成 参 变 量 ) 的 哪些 画 
数 其 负数 值 是 保持 不 变 的 ， 然 后 我 们 就 能 确定 原 方 种 的 系数 与 经 
过 转轴 和 移 外 得 淹 的 最 简 方程 的 系数 之 间 的 英 系 ， 从 而 就 可 用 原 
方程 的 系数 来 声 接 判 列 曲线 的 类 卉 和 形状 。 


2.1 二 次 曲线 的 不 变量 和 竺 不 变量 


曲线 的 旋 程 一 般 是 随 闭 坐标 对 的 改变 而 改变 的 ， 但 是 施 然 这 
些 方程 都 是 代表 同一 条 曲线 ， 它 们 就 应 该 有 基 些 共同 性 ， 也 就 是 
说 它们 的 系数 应 读 有 茶 些 共 同 的 特性 是 不 随 坐 标 系 的 政变 而 变化 
的 。 列 划 这 种 共同 性 的 量 ， 我 们 称 它 为 不 变量 。 确 切 地 说 

定义 5.1 曲线 方程 条 数 的 一 个 确定 的 画 数 ， 如 果 在 任意 一 
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个 直角 坐标 变换 下 它 的 函数 盆 不 变 ， 滥 么 就 称 这 个 醒 数 是 这 条 昌 
线 的 一 个 正 交 不 变量 ， 简 称 为 不 变量 ， 

不 变量 朗 然 与 角 些 标 系 的 选择 元 关 ， 于 是 它 就 反映 了 曲线 
本 身 的 几何 性 质 ， 因此 找 出 曲线 方程 的 个 变 最 是 解析 几何 研 究 中 
的 一 个 重要 课题 ， 

定理 5.1 在 给 定 的 直角 举 标 孙 中 ， 设 二 次 曲线 的 方程 为 
《5.1)。 兮 


an Aa Cl 
ty: Ql 
T=An + da To= fs=|a ea az|， 
位 三 ， 
12 22 
Qa) Gy Qo 


则 荆 , 了 ,1 都 是 二 次 曲线 的 不 变 最 。 
证 明 先 汪 五 ,1 ,1s 再 转 轴 下 不 变 ， 
作 转 轴 a =Ta'，$1 中 已 算出 转 加 后 新 方程 (5， 12) 的 二 次 项 
部 分 PCx ,yy ) 的 夭 阵 为 了 T'A4AT， 于 是 
T= 1T AT|= IT*HAIT|= 1TIANIT| 
= 人 上 AI=1 4 = 


是 新 方程 (5.12) 的 平方 项 系数 之 和 ， 亦 即 了 47 的 主 对 
角 元 之 和 。 川 ii 表示 了 的 (人 , 记 元 ， 则 


卫 
站 = TIAT) 的 恒 ,站 元 


站 一 下 


-六 Sr 的 (i, 元 ] 民 AT 的 (开门 元] 


时 
f=l k=1 fol 
2 2 
{ 补 
A Dai (> tt) Set om = 


hb=1 f=1 i=l1 
其 由 5 本)? 步 利用 了 连 加 号 可 以 迹 换 式 序 的 性 质 ; (x#) 步 利用 了 了 工 
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是 正 变 眶 陈 ， 因 此 ， 当 8 时 ，>tit= 0 当 丰 = 时， 
i=1 


Dane, 
下 是 新 方程 (5,12) 的 什 阵 已 的 行列 式 ， 市 《5,12)“ 知 ， 
re 4 6 vrT Tt T 
"(OG Dr G1) 
所 以 


人 0 。 To 
t=1P’ [=| oo | | | 
=|T°IIPIHITI=1TI*IP1= 1PI=1, 
这 里 用 到 了 是 正 交 策 阵 ， 从 而 I= 1 或 - 1， 
再 证 五 ,号 ,号 在 移 轴 下 不 变 ， 
作 移 轴 


人 XE os 


y= V+ Yo 


将 此 移 畏 公式 代 大 点 二 次 方程 465.1? 得 


{5.36) 


dC + Co)? 十 2412(X* 二 So) CVE + yo) + Gaal + yo) 


+ aX x) + Da + Wi) + a0 = 0, 
整 埋 香 
a Far ty + aaodt + 《GaX9 + Gayo + a x* 
十 2KGiaxp 十 人 gag t+ Gry + CIX8 + 2agXoyo 
t dp? 上 20rxo + 62Y0 + Oo = {5,37) 


这 就 是 曲线 (5.1) 经 过 移 轴 后 的 新 方程 。 如 有 果 新 方程 的 系数 用 带 
* 素 ”时 表示 ， 则 可 写 出 新 力 程 系数 与 原 力 程 系数 的 关系 : 
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0 站 二 Gil 0 入 二 a GQ 和 = 8) 

@ = Xo aedo + as 

G2 = dr0+ doodo + (os 《5 387 
as = 下 (xzoygo)》 = GilXE 二 2dI2xX0go + dgoy? 


TF 20Xo9 + DoDn + Qo, 


由 5.3 趴 有 得 
=i da 
I*= 和 | = 1 
Ei {zs ta 

Gv 2 
3 二 [4 0 
GT da dv 

人 1 人 13 dp + da 十 ay 

“三 2 (02s dso 十 day0 十 Ty 


xo Ft dayot+ a daxot dyo ta FCxo, yo) 
Gil 如 1 a 
= 213 人 ay EE 
dX t deyo ta dXot det dy Axogt dht to 
dy dl dl 
az az ez|= 了 。 
Cl Hs fo 
其中 第 (1)? 步 是 分 别 把 第 1 列 的 -x 懂 和 第 2 列 的 -加 名 加 到 第 
3 列 ! 第 (2) 步 是 分 别 把 第 1 行 的 ~%o 们 和 第 2 行 的 -wh 情 却 
到 第 3 行 。 
综 上 述 知 ，、 卫 ,1,1s 是 不 变量 。 
定理 5.2 ” 变 二 葡 昌 线 在 直角 坐标 系 Oxy 中 的 方程 为 (5,1)， 
分 


dn 1 


K, = 


4 
+| 2 4 


ds an 


a Ge 


了 站 和 


则 在 转轴 下 ， 帮 : 不 变 ! 并 且 对 于 1 = 有 = 8 的 二 次 曲线 ， 玫 :在 移 
轴 焉 也 不 变 。 称 站: 是 二 次 曲线 的 牛 不 变量 ， 
证 明 ” 作 转 轴 == 了 Ta ， 则 因为 8 = 了 0， 所 以 有 


上 了 - Fr 
K' = Ql A 22 ds 


于 


7 ao 
= (Cah ta)ao — Casta = Tia 6 8 
=Tap— CTIBY TO = Tao — dt TT 

= a 00 (n+al) = |, 


Fr r 
GQ» do 


对 于 = 了 =0 的 二 区 时 线 ， 有 由 天 =0， 得 qu9sz = 8， 盈 ， 
did 一 ta 此 时 ar 和 as 且 沙 有 一 个 不 为 吉 (否则 会 
an= as= tis=0， 征 古 ) ,不 妨 设 asf0， 记 eeas= aits:gzz=1 
此 时 有 


| ou fs Gr: [le la oa | 


| 
| Ny da |=| fs (gg | fy yg 
a a ao| la a | i aa dp | 
= (a las 2 fa = (0 tas) 1 2 
dl 2 —las dy 
= ~ dala ~ as)’, 
因为 f=0， aa 访 0， 所 以 4&1 一 la = 9。 于 是 得 到 
da d= (5.30) 
现在 作 移 轴 a= 吃 二 ao， 由 (5.38) 得 
aa A11 TXg + dayo + A 1 
a oo | [se edo a F(xo, yo) 


=| Qi11 dledo tt QL 
Qot dbo ta doXodot Tad? + dxo tt 29400 + ao 


如 1 在 12 有 0 十 尼 1 


(5.40) 


odot ds doy? 十 20280 tao 


若 ! 志 0 《5,40) 式 黎平 
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| 人 ii 


| 1 1 1 
| 了 40 加 +a 瑟 Qe 十 2 0 二 0 


Qt 
=| 1 
Tv ta 


共 1 王 0， 则 由 C5.39) 知 ， 
总 之 ， 有 


| 

al 
类 似 地 可 证 

a 

‘a 
因此 ， 并 = 天 这 表明 ， 
下 也 是 不 变 的 ， 


十 au Ci | 


名 
! 1 
1 三 多 
下 iY0 十 do 


dl {fo 


et = fo = 0 0, 王 是 4 .40) 不轨 于 辟 ， 


I = ci 如 1 
网 
Aa a do 
2 = fis {2 
tf ds {op 


对 于 产 = 六 =0 的 二 次 曲线 ， 天 ,在 移 输 


注意 ， 对 于 任意 二 区 曲线 ， 瑟 ;在 移 轴 下 共 画 数值 本 能 变化 ， 


2,2 利用 不 变量 确定 二 次 曲线 的 类 型 和 形状 


设 二 次 曲线 的 方程 (5.1) 经 过 查 角 感 标 室 换 化 成 了 最 简 形 式 、 
情 1 形 和 2。 精 加 型 和 妈 曲 型 曲线 ， 此 时 最 简 方程 冯 


ax + a + ce1 = 0, 


当 a1, 与 44 同 ( 异 )》 号 时 ， 
谈 量 ， 所 以 有 


pk .+ 
全 十 Ga 一 了 is 


rar 
A = 


为 烽 圆 型 《 双 曲 型 )。 由 于 五 和 了 是 不 


《5.417 
1,, 


于 是 ，ali 与 62 局 号 的 充分 必要 条 件 是 1 二 0。 这 吉明 ,车 天 >>0， 
财 曲线 为 机 圆 型 ， 若 1。<0， 则 为 双 明 型 ， 从 《5,41) 还 看 蜡 ，o 


和 az2 足 一 元 :二 欧 方 程 
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2 TA+ l=0, 《5 .42) 
的 两 个 实 租 ， 称 C5,42) 是 二 欢 曲 线 (5.1) 的 特征 方程 ， 它 的 两 个 
实 根 称 为 二 或 曲线 45.17 的 特征 根 ， 记 作 4 ,4 和。 注意 由 于 方 程 
《5.42) 的 判别 式 > 

一 473 =《eil 十 dp)’ — Candgs — GE) 

= (0 一 aza) + 44220, 

所 以 此 方程 一 定 有 两 个 下 等 或 相等 的 实 根 。 
因为 7s 也 是 不 变量 。 所 以 有 


al 0 0 
Ts=| 0 a 0 |=alaye? = To0, 
;0 0 ei 
上 大 而 得 
2 = F. 《5 ,43) 


这 样 炳 圆 斑 或 双 曲 型 曲线 的 最 简 方 程 (5.21) 可 写成 


I 
Mu (8.44) 


山 最 简 方 程 (5.44) 可 以 确定 二 次 曲线 的 形状 ， 井 且 得 出 判别 曲线 
所 属 的 类 的 方法 ， 在 14>>0 时 ， 若 14 与] 综 号 ， 则 曲线 (5,1) 是 
椭圆 ， 若 fs 与 局 同 号 ， 则 曲线 (5,1) 是 虚 椭 加 ! 着 {=0， 则 曲 
线 (5.1) 是 一 个 点 。 在 有 <0 时， 车 1 二 0， 则 向 线 (5.1) 是 双 曲 
线 ; 若 二 =0， 则 巾 线 (5.1) 电 -- 对 相交 直线 , 

情形 3。 担 物 型 出 线 ， 

[3.6] 揽 物 线 ， 共 最 简 方 程 为 

oa + 29%* =0， 其 中 04 车 0，a1 半 0, 

由 于 了 荆 ,3,1s 是 不 变量 ， 因 此 有 
0 个 


五 = azz， = 
0 dy 
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i0 0 
1 | 0 ais 
| as D 


于 是 最 莘 方 程 (5.31) 可 写成 


+ 
1 
roti 
0 = ~ fd 
0 | 


卫士 2|- rt =0, 
1 


[3.7 一 [3.9] 此 时 最 简 方 各 沪 


算出 卫 = a%， TJs=0，1s=0。 失 于 j= 19=0， 央 此， 


a = 0, 其 中 


和 移 轴 下 均 不 变 ， 从 而 有 


x=| 0 0 


十 
oo 


于 是 最 简 方 程 65.33? 可 写成 


KK 
了 内 全 了 
iy 十 I 


了 
Ca2zz 0 


对 
0 es 


ae0。 


= 0。 


《5 ,457 


五 :在 转轴 


二 nin 二 J pp* 
|= ae =T,02, 
i 


{5.46) 


综 上 述 知 ，1, = 时 ， 曲线 (5.1) 为 搬 物 型 。 此 时 ， 车 六 于 0， 


类 别 


一 别 识别 标志 化 管 后 方程 
《[7 顶 铅 型 | 1， 椭 国 ， 时 | 
1 ,>0 | 2、 岂 其 隔 ， Ts 与 了 局 号 ， 成 
3。 一 个 点 ， Ts =03 ei 
一 王 一 -~ 其 中 As 基 方 租 
{1) 双 曲 型 14， 下 曲线 ， Ts pi 
Ed 5。 一 对 相交 直 版 ; Ta = 0 的 两 个 实 根 。 
.2 Ey 
《于 执 物 型 6， 抛物 线 Ts 人 Ty +2 了 全 
了 3 =0 = 站, 
7。 一 对 平行 直 强 ，。 | 7 = 四 天 <0， 下 
38， 一 对 虚 平 行 直线 ，| 1 =0, 玉 ,>0， Ly + 0. 
9， 一 对 重合 直 规 。 Ts -0,K, =0. | ， 


168 


划 曲 线 (5,1) 为 抛物 线 ， 基 形状 由 方程 (5.45) 可 确定 ， 若 1 = 0， 
则 有 忱 分 三 种 情况 : 下 :<0 了 时， 曲线 全 ,1) 为 一 对 平行 直线 (从 方程 
《5.46) 可 以 看 出 ); 天 0 时 ， 为 一 对 碌 盏 行 直 线 f 于, = 0 时 ， 为 
一 对 重合 直线 。 

从 上 面 看 到 ,利用 二 次 曲线 的 不 变量 卫 ,13;,1 和 补 不 变量 K， 
就 能 完 双 人 悄 定 曲线 的 类 型 和 形状 。 把 上 述 结 洒 列 成 一 个 吉 《 见 上 
页 》。 


2.3 例 


例 5.4 ”判断 下 列 二 次 曲线 的 类 型 并 且 确 定 其 形状 。 
(C1) Xe— 3xyT +10x ~ 1i0y+21= 0 

(C2) x + dxy+ 4 0x+100—50= 0。 

解 0) T=1+1=2; 


f= | j= 一 之 


sj 


< 后 
| 
. 四 
| 3 1 5 
2 
| 5 ~§ 21 | 


因为 革 0， 所 以 这 是 双 上 曲线。 
解 特征 方程 加 -24 0， 得 


如 = ~ 地， 2 = 


hy 


习 > 1]。 于 是 方程 可 化 简 成 ， 
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下 一 
2* toy 十 1 = 
如 
x 
2 2 
5 


于 是 这 条 双 曲 线 的 实 中 畏 a= 了 ， 眶 中 轴 b= 上 = 工 vi， 


Ce 


(2) T=1+4=5; Ta=| | 
2 4 
这 是 抛物 型 虹 线 
| 2 一 10 
Ts = 2 4 5 |= 一 625。 
-10 5 一 5 


因为 1s 六 0， 所 以 这 是 抛物 线 .计算 | -也 |-5w5， 
于 是 方程 可 化 简 成 ， 
By** 10 5 x*=0, 


即 2 5X 0, 
因此 这 条 抛物 线 的 能 参数 P= w 5， 

例 5.5 控 参 数 4 的 值 讨论 下 述 曲 线 的 类 型 。 
Ax? 一 2XZ 二 Au ~ E+ ot+5=0. 
解 T=24, | 

To= 1= (tA-1)A+1), 


3 
Ts= 5 -24-3=5 (A+ 1), 


K=104-2=2(54~-1).. 
C1) 当 |4| 旋 1 二 ，1s 汪 0， 属 精 图 型， 
1.1》 当 人 >1 上 时， 攻守 06，J 守 0， 因 此 是 霹 椭 加 
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1.2) 当 A< 一 1 有 时， Ti<<0， 了 20， 因此 是 丘 需 。 
《2) 当 141<1 时 ，F<<0， 属 双 则 型 。 


2.1) 当 -1<h<1， 具 4 在 一 也 时 ，Js 夺 0， 是 双 曲 线 ， 


2.2) 当 4= -号 时 ， 必 =0， 是 一 对 相交 直线 。 

C3) 当 [4|=1 时 ，1s=0， 属 抛物 型 。 1 
3,1) 当 4=1 时 ，5=0， 天 =8>>0， 是 一 对 硬 平 行 直线 ; 
3.2) 当 4= - 工 叶 ，F 基 0， 是 抽 物 线 。 


椭 图 六 曲 入 冯 曲 线 虚 机 图 


一 一 


1 
一 对 相 一 对 并 。 
娩 物 绕 交 查 线 平行 直入 
图 5,3 
习 题 5.2 


1 判断 下 列 二 次 曲线 的 类 型 ， 井 且 确 定 其 形状 。 

《17 BxXy+ By — 12x~ 26y+11=0; 

{2) x2+ oxy+t yo r+4= 0 

3) 5X2 + BXY + SP- 18 -18y+I= 0 

(C4) 522 一 16xz 十 2932 + OX— 34y+ 人 = 0 

(3) XX 2 1lX—J+28= 10; 

(6) Sx? + BX +2Rm BAX- 3 -5=0, 

2.。 当 4 取 何 值 时 ， 方 程 

AT 二 CDY 二 所 一 4 一 23 一 3 二 0 

表示 一 对 让 线 ? 

3， 搂 参 数 4 的 值 这 论 下 列 曲 线 的 类 型 ， 
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CY CTA CX EY AAXD + 2ACK + YI+2= 0 

(2) x — Axy td + By+3+2A(— 2x —X—1)=0, 

4. 证 明 ， 二 忒 方程 (5,1) 表 示 一 个 圆 的 充分 必 亚 条 件 是 I 了 
= ds, Tila<<0, 

5， 证明， 二 区 方程 (65.1 弄 示 一 条 等 轴 双 时 线 或 两 条 总 相 
著 雪 的 四 线 的 光 分 必要 第 件 是 无 =0。 

6， 设 二 次 方程 (5.1) 有 类 示 一 对 平行 殖 线 ， 证 时 这 对 平行 
次 线 闻 移 了 距离 为 


7， 证 明 ， 搜 物 线 亚 = 2px 满足 [< 


$3 二 次 曲线 的 对 称 中 心 


上 一 节 我 们 利用 二 葡 巾 线 的 不 变量 和 伞 不 变量 刘 接 从 原 方程 
的 系数 确定 了 轴线 的 类 型 和 形状 ， 那 未 能 否 直 接 从 原 方 程 确定 遇 
线 的 位 置 呢 ? 丑 如 ， 精 加 ， 只 要 能 从 原 方程 的 系数 求 出 它 的 对 称 
中 心 和 两 根 对 称 轴 (长 轴 和 短 轴 ) ， 则 椭圆 的 位 誉 就 确定 了 。 因 
此 ， 亿 本 节 开 始 ， 我 们 来 讨论 如 何 蕊 楼 从 原 方 程 判 别 二 芍 曲线 有 
没有 对 称 中 心 和 对 称 贺 ,如 果 有 的 话 ， 如 何 求 出 它们 .我 们 还 更 讨 
论 如 何 喜 接 从 原 方程 求 出 二 次 油 线 的 切线 和 法 线 ， 求 出 双 暴 线 的 
源 近 线 等 。 由 于 二 葡 曲 线 的 对 称 轴 、 切 线 、 渐 近 线 都 是 直线 ， 四 
此 我 们 就 从 讨论 过 线 与 二 次 曲线 的 相关 位 置 人 大手。 


3.1 直线 与 二 次 曲线 的 相关 位 置 


设 二 灾 曲线 8 的 方程 为 (5.1)， 设 直 线 上 过 点 MoCxzoygo)， 
方向 向 量 为 C4,v)， 则 上 的 参数 方程 为 ; 


X= Xot+ Mi, 
{ -t+ co 《5,47) 
y=yn tt vty 
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为 了 讨论 直线 ! 与 二 次 曲线 S 的 相 奖 位 十 ， 我 们 把 (5 ,47) 代 入 
{5.1)， 经 整理 得 ， 
PB rt + LF CXo, oOR + Foxo, go 下 
+ FOXo, go = 0, 5.48) 
其 中 FCx ,四 是 (05,1) 的 左 端 网 多 项 式 ，y(x, 引 是 了 Cx, 奶 的 二 次 
项 部 分 ， 

IC 的 :一 01X +t ay + Palx, Aar t+ gy + G2, 

清 形 1， 车 9(4,) 丰 0, 则 (5.48) 是 + 风 二 次 方程 ， 它 的 判 
出 式 

本 =4LEPKCxey yo n+ Foxo, Vo)r | 一 de VI CXo, yo) 

1.1》 其 4>9， 则 1 与 S 有 两 个 不 同 息 点 ; 

1.2》 洒 43=0， 则 了 与 S 有 两 个 着 合 次 点 ; 

1.3) 若 4<0， 则 与 SS 没有 交点 ， 和 但 由 于 (5.48) 有 两 个 共 
弦 复 根 ， 因 此 称 二 与 有 两 个 虚 灾 点 。 

情形 2， 若 gC2,9) = 0， 

2.4) 若 PCxo,yDon + Folxo, Yor0, 则 《5.48? 是 主 的 一 菊 
方程 ， 从 而 上 与 S 有 一 个 变 点 ; 

2.5) 车 FOXo YOu + Palxo, yo) = 0， 且 F(xo,4n)=0， 则 
5.48) 成 了 人 恒等式， 即 任 一 实数 £ 都 是 (5 .48) 的 解 ， 从 而 整 条 韦 
线 1 都 在 二 次 曲线 SS 上， 

2.6) 车 FCxoy gDp+t Folxo yOv = 0 且 FCxo,94) 所 0， 则 
(5.48) 无 解 ， 太 而 1 与 S 没有 变 点 .。 

定义 5,2 设 二 冻 曲 线 S 的 上 方程 为 (5.1)， 车 非 泛 向 量 » 的 坐 
标 t8 ,中 注 是 FC4,v) =9， 则 称 v 是 3 的 浙 近 方向 ; | 
若 满 是 了 C02, 四 二 0， 则 称 v 是 3 的 非 渐 近 方 向 . 

定理 5.5 椭圆 型 直线 〈 靶 12>9) 旋 有 渐 近 方向 距 曲 型 曲 
线 (I;<0} 有 两 个 渐 近 方向 拖 物 型 车 线 (1 =0 有 一 个 渐 近 三 
阿 ， 和 


下 1 二 12 
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证 明 设 za 人 是 二 次 曲线 总 的 格 近 方向 ， 则 有 
ai 十 2d128D + agev? 一 0， 《5 .497 
困 汶 中 不 全 为 需 ， 不 姑 谨 ws0， 则 下 《5.49) 得 


js 上 
an(#) + 22ks 人 + fog = 0, 


饰 然 -元 二 其 方程 ass+ 20isz+ 4s=0 有 实 梦 条 ， 因 此 党 的 判 


别 式 4= 4622- 4auaaz2320， 训 天 <0。 这 说 朋 ， 呈 人 0 时 ， 宇 漫 有 
渐 近 方向 。 | . 

Ts<<0 时， 出 于 有 >0， 因 此 上 述 一 元 二 次 方程 有 两 个 不 等 实 
粮 ， 队 而 得 到 S 的 两 个 渐 近 方向 ， T= 人 如 汗 ， 由 于 =0， 因 嘴 读 
二 次 六 程 有 相等 的 两 个 实 根 ， 从 而 得 到 二 的 一 个 新 近 方 间 : 


E20 Ga. 

» 206 CI“ 
出产 =0 还 可 摸 出 

— adi = ~ Tar: doe 


5.2 二 次 曲线 的 对 称 中 心 


读者 已 经 知道 ， 椭 圆 和 双 曲 线 都 有 一 个 对 称 中 心 ， 而 括 物 线 
没有 对 称 中 心 。 共 他 儿 种 二 次 曲线 有 没有 对 称 中 心 ? 如 果 一 条 一 
式 曲 线 有 对 称 中 心 ， 如 何 让 所 从 原 方 程 求 出 它 的 对 称 中 心 ? 本 小 
节 就 来 讨论 这 些 问题 ， 

定义 5.5 点 0 称 为 曲线 S 的 对 称 中 心 ( 曾 称 为 中 心 )， 如 
果 人 好 上 任 一 点 对 : 关于 07 的 对 称 点 对: 仍 在 3 上。 

定理 5.4 点 0O'(xo,J0) 是 二 次 曲线 S ( 它 章 方程 是 (5.1)) 
的 对 称 中 心 的 充分 必要 条 件 为 0 的 坐标 (*o, 如 ) 是 方程 组 

TX, = 0, _ 
Lee =0 (5.50) 
的 解 。 


于 7 条 


证 明 ”必要 性 。 设 0' (ze 加 ) 是 二 次 曲线 的 对 称 中 心 ， 性 
取 S 的 一 个 非 渐 近 方向 人 2， 则 过 OCxo, 如 } 且 方向 为 (8 ,9) 的 
直线 上 与 8S 有 两 个 (不 同 的 或 重合 的 ， 或 脱 的 ) 交点 
ad 和 MX,ya)。 由 于 〇 " 是 3 的 对 区 中 心 ， 所 以 0 是 
线段 加 ,Ms 的 中 点 ， 于 是 


Xe 一 罗 二 加 


区 2 1! Y= 3 {5.51) 
设 邮 ; 对 应 的 参数 书 为 二， 则 有 
Xi = Xo + Hiry 

i=1,2, {5.52) 
Vi= Yo + viis 


将 (5.52) 代 大 (5.51) 得 
2x0= Oxo + htt tia), 2V0= 2Vo t+ vt + to), 


Ht +t ta) = 0 vet t2) = 0D, 
由 于 ,5 不 从 为 辟 ， 因 此 ,机 +t= 0， 
因为 wiiG=1,2 基 了 与 3 的 葡 点 ， 所 以 它 对 应 的 大 数 人 慎 
下 如 = 1,27 是 上 的 过 哉 方 释 (5.48? 的 根 。 据 韦 达 定理 得 


一 2 
i ti,= pr SA + P(xo, Yop]. 


肯 由 刀 +ts=0， 得 
aP Cro, go tyPalxo, yo) = 10。 {65.63) 

《5.53) 对 于 今 的 尾音 莫 渐 近 方 向 C4, 力 都 成 立 ， 取 仿 的 两 个 不 共 

线 的 非 浙 近 方 向 5G ,) 和 voCpz ,v2)， 则 得 
人 + uFetxo, Yo) =0, 


《5 .547》 
HaF (CXo, Vo) tyeFagxo Yo) = 0, 
这 说 朋 (CPCvo,80) ,Felxo,J6o)) 是 章 次 线性 方程 组 . 
HX+ vy = 0, 
{ 《5 ,55 


Higx + bay = 0 
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的 解 ， 由 于 四 与 nm 不 共 线 ， 央 此 ， 
Hr V1 
于 小 
Ha V2 
从 而 方程 组 (5.55) 只 有 需 解 ， 所 以 有 
Ptxo, Yo) = 0, 
Fotxo, Yo) = 0, 
过 分 性 。 故 点 0 的 毕 标 (Xo, 如 ) 是 方程 组 (5.50) 的 人 和解 ， 则 
F(X,Y0) =0, Felxo, Yo) = 0, 
恬 移 轴 ， 使 0 为 新 坐标 系 原 点 ， 于 是 移 轴 公式 为 
£7 + Xp 
y= + yo, 
代入 全 的 原 方程 (5,1)， 得 到 偏 的 新 方程 为 ， 
aX 二 2212 y’ + td’ + Pxo, yo0) = 0, 《5.56? 
《5.56) 中 用 -x 代 x， 用 - 彤 我 久 ， 方程 不 变 ， 所 以 O 是 全 
的 对 称 中 心 。 | 
定理 5.5 js 志 0 上 时， 三 次 则 线 5 右 唯一 的 对 称 中 心 } f=0， 
且 天 = 时 ，s 有 无穷 多 个 对 称 中 心 ， 它 们 组 成 一 条 站 线 ， 称 它 
是 SS 的 申 心 直 线 ， 其 方程 为 Ptx,y =0 {或 省 FCx, y) = 0); 
T=0， 但 于 0 时 ，3S 没有 对 称 中 心 。 
证 明 ”方程 组 (5.502 就 是 


{ thisy + A =), 


| C6.50)" 
Mgt + dy + ny = 0, 


显然 ， 人 2 夺 0 时 ， 方 程 组 (5,56》' 有 叭 一 解 ， 央 此 5S 有 唯一 的 对 称 
中 心 。 
14= 1a= 0 时， 据 定 理 5,2 的 还 明 过 程 知 ， 
a da= dd = a1: 0 =1, 
于 基 方 程 组 (5.50)' 可 开 写 成 
人 + Qosy + 02) 一 0， 
12X + dogy 十 Ge 一 有 


显然 这 个 方程 组 有 疱 窑 移 个 解 ， 失 而 3 有 无 鸭 老 个 对 称 中 心 ， 奔 
了 .它们 恰好 组 成 一 条 在线 
tax 十 ray + do = 0, 

有 =0， 但 有 Ta 冯 0 上 时，a:aiz= as:asss2ia 因此 方 各 组 
《5.502)7 无 解 ， 从 而 总 汽 有 对 称 中 心 。 

我 们 把 屋 有 唯一 对 称 中 心 的 二 歌曲 线 称 为 中 心 型 申 线 ; 把 说 
有 对 称 中 心 或 者 有 无 穷 雾 个 对 称 中 心 的 二 次 阳线 称 为 非 由 心 型 曲 
线 ， 其 中 汽 有 对 称 中 心 的 称 芒 无 心 邮 线 ， 有 无 穷 过 个 对 称 中 心 的 
称 为 线 心 由 线 。 于 是 酉 圆 型 和 双 盟 弄 曲线 都 是 中 心 型 曲线 而 挑 
移 型 币 线 是 非 中 心 型 的 ， 其 四 挑 物 线 是 死心 邹 线 ， 一 对 至 行宫 
线 、 一 对 盛 玫 行 下 线 、 一 对 重合 直线 项 是 线 心 晶 线 ， 


习 题 5.3 


f 一 号 工 号 
三 
与 下 列 二 次 曲线 的 奕 点 。 


3 
(1) 2x2 一 ZX + — x= 0 


1. 求 下 线 


C2) XI xy+1=0, 

2、 下 询 二 次 上 曲线 有 没有 浙 近 方向 ?者 有 ， 史 求 于 它们 ， 
(1) x — xy — i108 + or- Ry = 0; 

(2) XtXI— 2 1 y+28= 0 

C3) XI Dy TY BX+4= 0 

《4) BXI + BXY+ 2 BX yo 0 = 

3、 求 下 列 二 或 曲线 的 对 称 10 心 。 

C1Y Sx2 + BXy+ Sy — 18x— 18y +t 11= 0 

{2) 2xy— 4x+2y+11= 0 

(C3) dx 4xy+ 9 10x- S58+6= 0 
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Cd) KE 2XVT -3X+2y -1i=0. 
4。 当 4,& 福 足 什么 条 件 时 ， 二 式 则 线 
X2 十 各 多 直 填 允 区 2 十 和 和 十 此 是 一 和 三 站 

17 有 了 唯一 的 中 心 ; 

《2) 没有 中 心 ; 

《3y 有 一 条 中 心 直 线 。 

5.。 尝 方 程 (5,1) 岩 示 一 条 中 心 型 曲线 ， 窟 进 中 心 是 原点 的 
条 件 ， 1 

6， 设 二 次 曲线 过 点 (2,3),C4,2),t 一 ], 一 和 )， 且 以 点 
《0,1) 为 中 心 ， 求 的 万 程 。 


8$4 二 次 曲线 的 直径 和 对 称 轴 


我 们 已 经 知道 ， 椭 网、 双 册 线 和 抛物 线 都 有 对 苏 贺 ， 如 何 走 
接 从 它们 的 愿 方程 求 出 宕 们 的 对 称 轩 ? 

定义 5.4 将 线 ! 称 为 曲线 5 的 对 称 输 ， 和 如 果 对 于 曲线 S 上 的 
征 一 点 阁 i 如 )， 作 美 于 直线 二 的 对 称 点 本 s(x3, 如 ) 也 在 曲线 


我 们 把 曲线 SS 上 的 两 个 点 的 
连 线段 称 为 8 的 一 条 号 。 从 定义 
5.4 知 道 ， 若 直线 是 圆锥 曲 兵 
SS 的 对 称 轴 , 则 1! 经 过 S$ 的 某 一 组 
平行 纺 的 电 点 ， 关 且 上 上 跟 这 组 平 
答 茂 方 疝 垂直 《如 图 5.4)。 因 此 

为 了 大 究 圆 维 曲线 宁 的 对 称 辅 ， 
图 5.4 我 们 就 先 来 研究 洗 的 一 组 平行 牙 

中 点 斯 在 的 下 线 。 


4.1 二 次 曲线 的 得 径 
定理 5.6 二 次 曲线 5 的 沿 耕 渐 近 方 商 4, 的 平行 赎 的 中 点 
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都 在 一 条 直线 上 ， 写 的 方程 是 
uPx vy) trPatr,y) = 0, (5,57) 
证 明 ”任职 沿 非 渐 近 方向 (1 ,9) 的 一 条 引 MUM。， 由 定理 5.4 
的 证 明知 ，MiM; 的 中 点 的 奉 标 满 是 浪 程 
CA 
其 Cat ap x t Ca + Toa YY +t A Tt Qa = Do 《5 .58) 
《3.58) 的 -- 式 项 系数 一 ' 定 不 全 为 雳 ， 四 为 假如 
人 + dr 二 人 0 
dal + Lot = 0, 


则 得 Han +t dr) + vCal + Ga) = 0, 
即 QH 十 32018032 + dey? = 0， 
亦 即 PK,V) = 0, 


这 说 盟 (E ,是 5S 的 渐 近 方向 ， 牙 盾 。 因 此 (G5.58) 是 Xx,y 的 一 区 
方程 ， 从 而 它 吉 东 一 条 直线 ， 于 是 ， 澡 C4, 拉 省 疝 的 可行 琵 的 中 
点 都 在 这 条 直线 上 ， 

定义 5.5 二 次 曲线 S 的 没 非 浙 近 方向 C4, 的 平行 续 中 点 扩 
在 的 直线 称 为 3 的 夺 驾 于 方向 (2, 切 的 十 径 。 

由 定理 5,6 知 ， 二 次 曲线 SS 的 其 办 于 方 矶 (8,7 的 座 径 的 六 程 - 
是 . 

pF (Cx, tvPotx,Y) = 0, 

或 者 写成 (5.58) 的 形式 ， 

推论 5.1 中 心 型 由 级 或 线 
心 曲 线 的 下 径 一 定 经 过 中 心 。 

设 1 是 中 心 型 晶 线 3S 的 共 
加 于 非 渐 近 方 向 (my 的 这 
私 ， 则 过 中 心 ， 县 方向 为 Ch ,41) 
的 直线 i 也 是 S 的 一 第 直 答 , 事 
实 上 , 易 证 是 共 思 于 ! 的 方向 
Cv9) 的 直 徐 ,加 此 我 们 把 二 和 


志 称 为 人 的 一 对 共 思 站 径 ( 如 图 5.5)。 


4.2 圆锥 曲线 的 对 称 轴 
谈 开 是 圆锥 曲线 S 的 对 称 贺 ， 于 是 由 本 节 江 头 一 段 知 ，? 是 
的 -条 请 径 ， 大 且 上 与 它 所 共 轿 的 非 渐 近 方 向 (4,v) 化 下、。 因 
此 ， 上 的 方程 是 
HFAXD 十 区 Cr YY) =0, 
即 
Canp +t avr) + aan t+ Cagr YW + A + ar = 0, 
因为 上 与 C4,?) 惟 直 ， 所 以 有 
— HAH Mogg) THCANN TT A = 0, 
其 . 
《QT 十 Vv) Ctt t Loa) :rv, (5,59) 
为 了 从 (5.59) 解 出 &:v， 我 们 以 表示 《5.5 各 中 两 个 此 的 公共 此 
值 ， 于 是 得 到 方程 组 
GT = 0, 
413 且 十 《0 SIV = Oo 
随 为 靖 ,了 不 全 为 殴 ， 所 以 


(5.60) 


Ti Qa | 

~ Ms {6 上 
即 C2 (Cat an) + dts ~ OE 0, 
杰 其 Ss*— Tt +1=0, 


这 说 明 ，(5.59) 中 欧 公 盐 比 畦 是 二 次 曲线 人 S 的 财 征 根 。 把 特征 
要 代入 (5.60) 中 ， 求 田产 :vv， 这 称 为 履 二 8 的 主 方 向 ， 漆 它 是 
非 浙 近 方向 ， 则 将 它 代 到 (5.57) 即 得 S 的 对 称 辅 的 方程 。 

椭 阅 和 双 曲 线 移 两 条 对 称 轴 灵 然 是 一 对 共 罗 下 径 . 

例 5.6 求 下 列 二 葡 曲 线 的 对 称 辅 。 

{1) Xx?3— axy+ + 10x— i108+21=0: 

{2) X24 dy 0xX+ 10 -50=0, 
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Pr 


解 0) 1=2，Js= -全 ，1a= -二 .因此 ， 这 是 到 曲线 。 


解 尾 征 方程 和 24- 三 和 0， 得 如 = -地 ， 1= 将 它们 分 


别 代 替 (5.60) 中 的 意 解 得 =1:1， piv2= ~1:1。 它们 
都 是 非 渐 近 方向 ， 将 它们 代入 (5.57) 中 ， 求 得 两 条 对 称 轴 方 程 


为 : 
号 3 


3 3 
-x- 39r5)+(- r+ry-5)=0. 


xXty=0 和 -yt+4d= 0, 


(C2) 人 =5， 人 =0， Js= 一 625。 内 ， 这 是 抛物 级 。 解 
妇 一 54=0， 得 和 =0,4=5。 有 放生 = 人 代替 (5.60) 中 的 上 解 得 
ja: = 一 ya: 这 是 饭 近 方向 。 用 4>=5 代 起 (5 .60) 中 的 8, 
解 得 pa:vs = 1:2， 这 是 非 渐 近 方 向 ， 将 它 代 到 (人 ,577 中 便 得 到 对 
称 辅 的 方程 为 

1(xz+328 一 10)++2(25 十 49 二 S) = 人 
即 *+2y=0, 


整理 得 


*4.5 ”从 碌 方程 的 系数 衫 定 加 锥 曲线 的 位 置 


我 们 书 经 会 直接 从 原 浪 程 的 系数 求 椭圆 、 汉 曲线 的 对 称 中 心 
和 对 称 贺 ， 如 时 我 们 还 能 确定 椭圆 的 对 称 畏 哪 根 是 长 轴 ， 双 曲线 
的 对 称 轴 哪 根 蚌 实 刷 ， 则 杭 圆 、 驳 曲线 的 位 置 就 完全 确定 了 。 

定理 5,7 对 于 本 圆 ， 考 取 绝 对 慎 较 小 的 尾 征 根 为 4， 则 畏 
画 提 长 轴 廊 向 是 属于 为 的 主 方 向 。 对 于 双 曲 线 ， 沙 取 与 1 同 号 
的 特征 根 为 为 ， 则 双 有 曲线 的 实 畏 的 方向 是 属于 加 的 主 方向 。 

证 明 对 于 精 圆 $ ， 这 它 在 原 直 角 坐 标 柔 I5Oye1,ezj 中 的 
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方程 是 (5.1?， 作 转轴 工 LDrel :83 一 人 > TiO;ei ,es] 洽 去 变 又 
项 ， 和 于 作 移 轴 了 5O;ye; ,e241 一 -> 人 I[O se1 ,es] 使 得 S 的 新 方程 
为 ， 

Mx +t Ay + 产 -。， 
贡 : 和 名 是 绝对 秆 较 小 的 转 征 根 ， 则 易 看 册 椭 癌 的 长 辆 在 x* 轴 上 ; 
即 长 轴 方 向 为 ei。 设 eil 的 I 从 和 标 汶 (bu,bw)，et? 的 I 您 标 为 
Cbs,b22)。 则 秩 轴 公式 为 

OE 

o | ba boa 17 py : 


共 中 工 济 卫 的 过 滤 大 阵 
人 ,) 
T= 
by ba 


是 正 变 扎 阵 。 转 辅 后 的 方程 的 二 次 项 部 分 前 息 阵 为 了 4ZT。 由 于 
再 作 移 刘 时 ， 二 次 项 的 系数 不 改变 ， 因此 转轴 后 的 方程 的 二 次 项 
系数 为 


2 = 名，03 一 名， a 二 全 


(. | 
TiAT = » 
因为 T+ =7T-!， 所 以 由 上 式 得 
(7 “(> , 人 “| | 
. aa ds 人 po bos Ba Doa 0 4 
比较 迁 式 两 边 的 拒 阵 的 (1, 17 元 和 (2,1) 元 ， 得 
人 + ab = Abirs 


因此 有 


Aarebii + dgbst = do, 
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人 — hb + debe = 0， 
Qo + CAsg — A bs = 0。 
于 十 看 出 Bi:B4 就 是 属于 如 的 主 方 测 ， 也 就 是 长 轴 的 方向 s4 底 
是 属于 ha 的 主 万 向 。 
对 于 双 曲 线 S ,同上 作 和 转轴 和 移 轴 ,使 新 方程 为 fx 和 二 jg 
+ 天 = 车 取 加 是 与 1 间 号 的 特征 根 , 则 易 看 出 双 曲 线 的 实 轴 在 
x* 轴 上 , 即 实 轴 的 方向 是 21。 四 于 上 面 已 经 证 明了 ebp 就 
是 属于 加 的 主 方向 ， 因 此 ， 并 曲 线 的 实 轴 方向 是 加 的 主 方 向 。 
例 5.7 对 二 个 迹 二 歌曲 线 ， 直 接 从 原 方 程 系数 确定 党 的 类 
昏 、 形 状 和 位 置 ， 寿 且 画 图 
x2 -3x8 十 包 十 10x 一 108 二 2 了 二 人 
解 ” 在 例 5.4C1) 中 已 算出 ; 


后 
=2, f= ~ f= ~— 


这 是 双 昌 线 。 它 的 两 个 特征 和 概 为 ， 


1 中 
4 = 一 人 i 
它 的 标准 方程 是 
X 中 2 
一 .本 3 二 
了 2 “i 


实 中 轴 a= 了 ， 馈 中 轴 2= 站 v10。 
为 了 确定 它 的 位 置 ， 先 求 它 的 对 称 由 心 ， 解 方程 组 


3 _ 
-sy+3~=0, 


3+ 5=0 
2 J 三 Vy 


得 *= -2，YVy=2。 因 此 对 称 中 心 D 为 (2,2)， 
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再 求 对 称 加， 分别 用 加 ,和 1 代入 (5.60) 中 的 ， 解 得 
HV, Ho:rve = — 1:1, 
由 于 驱 沙 线 的 对 称 轴 有 全 各 中 心 ， 扬 志方 向 为 (1,1 的 对 称 辐 《 即 
实 轴 ) 有 的 办 程 基 ， 


i 

HH XC 一 二， 
方向 为 (~-1,0) 的 对 称 加 刁 的 方程 让 ，; 
X 二 2 82 
一 人 人 

到 THYy=0, 


对 于 揣 物 线 ， 我 们 已 经 
会 从 原 方 程 的 系 独 求 由 它 的 
一 粮 对 称 办 ， 如 暴 还 能 求 四 
它 的 顶点 以 及 能 确定 开启 方 
向 ， 测 插 物 线 的 位 置 也 就 完 
爹 确 定 了 ， 扫 物 线 的 顶点 是 
缸 物 线 本 身 与 它 的 对 称 轴 的 
奖 点 ! 至 于 抽 物 线 的 开口 方 . 
向 划 何 简 音 易 行 地 确定 ， 可 
以 有 其 下 面 例子 中 受到 局 发。 

例 5.8 对 于 下 迹 二 次 
遇 线 ， 直 接 从 紧 方 程 的 系数 
确定 它 的 类 型 ， 形 状 和 位 置 ， 坤 且 丙 图 。 

X24 dx 4 207+10y ~ 50= 0, 
解 ”在 例 5.4(2) 中 已 算出 
T=5, lo=0, {a= — 625, 
这 是 掀 物 线 ， 它 的 标 浴 方 程 汶 
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外 


本 和 2 5 
在 例 5.6(22 中 已 水 出 它 的 对 称 辅 的 方程 是 
号 十 28 一 习 。 
方程 组 
i 4 4y2 ~ 20x + OF 30 =0, 


区 十 28= 人， i 
其 

Cx + 29)7— 20x+ toz- 50= 0 

必 0， 


亦 二 


| 
上 十 中 


人 


解 得 和 = 一 2，.8= 本 :所 以 硕 点 0” 为 GT »1), 3 
洪 虚 质点 右边 的 寺 线 * 一 人 0 与 抛物 线 有 无 奖 点 ， 为 此 看 广 : 科 
- 他 ee ,2 30 .2079 和 
x=0, 人 


郑 i “. 本 + oo 


{ 10y— 50=0, 
x= 人 0, 
出 于 第 一 个 方程 的 判别 式 
A=10:—4xXx4xtC—50)»>0, 
所 应 此 方程 有 洋 根 ， 从 而 X=0 与 掀 物 线 有 交点 ， 罗 此 托 物 线 的 
开口 应 当 向 右 。 
习 题 5.4 

1. 求 下 列 二 次 曲线 的 对 称 齐 。 

(1) 5x23+8Xz 十 8582 一 8X 一 18Y 十 9 一 0 

(2) 2xy 一 4z+23 一 3=03 

(37 x2— 4XYy+ dx+6=0, 

2。 考 aixz+2aiaxzy+asz 刀 +anos=0 肖 未 本 图 或 双 曲 线 ， 证 
明 ， 夺 称 轴 足 

aC EY — C1 dao) XY = 0, 

3。 车 方程 (5.1) 表 示 一 条 犯 物 线 ， 证 明 : 顶点 是 原点 的 充 

分 必要 条 件 为 ， 
aT 十 Gas + 201201a2 二 0，co= 0。 

4。 求 曲 线 4xz 一 5 内 +28+68+1=0 的 通过 点 (- 4,22 的 站 
径 和 和 的 共 斩 直径 。 

5。 证 明 ， 赔 的 任意 一 对 站 罗 交 径 彼 此 疏 直 。 

56， 证 明 。 掺 闻 的 任意 一 对 共 罗 半 符 ( 蔓 共 挛 将 径 上 由 中 心 
到 辅 贺 上 一 点 的 盏 高 ?的 长 度 的 平方 和 是 一 常数 。 

7。 椭 加 “+ =1 的 一 条 路 在 点 (2,1) 被 各 分 , 求 州 这 灯 强 

x2 2 
8。 求 双 珊 线 -时 


个 交点 。 
9。 证 助 ， 挑 物 型 贞 线 的 直 和 餐 的 方向 一 定 是 它 的 狐 近 方向 
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1 的 被 点 (5,1) 玉 分 的 芒 与 曲线 的 两 


10， 证 明 :， 对 子 挤 物 线 ， 治 渐 近 方向 的 每 一 条 直线 都 是 它 的 
直径 。 

11。 证 明 ， 对 也 中 心 型 秽 线 ， 过 中心 且 沿 非 浙 近 方 向 的 丫 线 
都 是 它 的 直径 。 

“12. 将 接 由 方程 的 系数 确定 下 列 二 区 曲线 的 类 型 ， 形 状 和 
人 位置， 大 是 页 图。 

(1) 6x73+8 -12x 一 267+IT=0; 

(2) XT 2X BX+ d=0; 

C3) 5x2 + BEV + BY — 18x— 18y+9=0 

(CD 7 A + + BY = 0, 

*13。 求 经 过 点 CC 一 2, 一 12) 和 (0, 一 2)， 且 以 直线 

. 着 十 是 =0, XYy+l1= 
为 对 称 辅 的 二 次 曲线 的 方程。 

*14。 设 一 条 二 次 曲线 S 经 过 两 条 二 次 曲线 

AX -2+6x-1=0 和 2x- -x-y=0 

的 四 个 交点 ， 并 且 还 经 过 (3, - 2)， 求 S 的 方程， 


85 二 次 曲线 的 切线 ， 双 曲线 的 浙 近 线 


5.1 二 次 曲线 的 切线 和 法 线 


定义 5,8， 贾 线 上 如 果 与 二 次 得 线 S 两 个 重合 的 交点 或 者 
E 在 汪 上 ， 则 称 工 是 3 的 切线 ，! 上 与 的 交点 称 为 期 点， 

首先 米 讨 诊 怎 位 求 经 过 二 次 晤 线 了 上 的 一 点 Mol*o ,856》 的 切 

线 1 。 设 转 线 【的 方向 是 (4,v)， 则 ! 的 参数 方程 是 ， . 
Ci » 

Y= ot, 

代入 二 区 曲 线 S 的 方程 (5.1) 中 ， 得 四 
A +t Fixo, Yo) =0. | 

| (5,48) 


-t+ co, 
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- 认 然 二 是 3 的 切线 ， 因 此 上 或 者 与 3 有 两 个 重合 的 突 点 ， 或 者 ! 
在 S 上 ,在 前 一 情形 有 pn,z) 夺 0， 且 上 的 二 式 力 程 人 G5.487 的 状 
别 式 4= 0， 由 于 Molxo,90) 在 S 卡 ， 于 是 \ 

A=4pF (x0, Yo) + pvPolXo, 0) — p42)F (CX0, yo) 
= CaP (xo, yo) + vPatxo, Yo) 了 2。 | : 
园 此 pF Cro. Yo) + P(xo. 0) = 0 (5.61) 
在 后 一 情形 ， 有 ?C4,v)=0, 且 
uPi(xo, Yo) + rrFa(xo, Yn) = 0, 
总 之 ， 过 二 次 曲线 偏重 点 古 0(3x6 ,yo) 的 区 线 如 果 是 3 的 切 
线 ， 则 工 的 方向 人 ,四 应 满足 5.61)。 反之 ， 如 果 这 样 的 直线 ! 
的 方向 (na, 从 湛 足 导 .612， 则 1 或 者 在 S 上 《下 go =0)， 或 
者 与 S 有 两 个 重合 的 交点 《 当 ?4,7) 寺 从 ， 业 而 【是 人 SS 的 切线 。 
竺 形 1， F(xo, Yo) 与 FaCxzo,gyo) 丰 一 为 车 ， 则 由 (5.637 得 


让 二 一 Fa(xi po): PiCxo, Yo) | {5.82) 
因此 过 二 次 曲线 S 上 的 点 Mixo 加 ?的 切线 二 的 方程 为 
和 六 一切 


一 0， yo) Cobo 
芽 ， : . 
{x — xX)P, (Xo, yo7 t+ CH— go) Faxo, yo) = 0, (5.05) 
捕 形 2。FiCxo,90) = Fa(xoyg) = 0。 此 时 任 一 方 向 《8,9) 者 
请 足 (5.612， 从 而 过 Mo(xo,50) 的 任 部 一 条 志 线 都 是 的 切线 
从 上 述 讨 论 得 到 
定理 5.8 设 二 次 用 线 S 的 方程 为 (5.1)，MolXos30) 是 今 上 
的 一 个 点 ， 如 困 PCx0, 0) 号 P(Xo, yo) 不 要 汶 第 ， 则 过 Mo 存在 
号 的 瞧 一 的 一 条 切线 ， 它 的 方程 是 
Cx — x F Cxo, yo) Ft CH — Yo) PD, {x0, yo) = 0。 
如 果 FCx0, 50) = F(xo, yo) = 0， 则 过 Mai 的 每 一 条 窗 线 都 是 5 
的 切线 。 
定义 5.7 如 果 寺 曲线 S 上 的 点 Motxo,go) 的 每 一 条 直线 都 
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是 5 的 切线 ， 则 称 点 Mo 是 电线 人 的 森 ( 异 ) 点 ， 

现在 再 来 讨论 怎样 求 过 二 区 曲线 甸 一 点 MiCzo oo 的 二 线 
"过 于 ! 不 可 能 整 条 直线 在 9 上 ,因此 工 必 与 有 两 个 重合 的 交 
点 。 谱 1 的 方 负 为 (4,v)， 则 它 应 满足 

CaF HE) Ft UPC I PR IPO) = 0 C5.64Y 
因为 的 方程 为 | | 


所 以 对 于 茹 线 1 不 的 任意 一 个 点 fx,#)， 融 有 
有 :一 
不 姥 就 到 p= x 一 xis JD=y 一 如 ， 代 天 (5.64) 得 
Lx) FG) + Cy Fol, tT 
— PE- FC = 0, 《5 .657 
《5. 657 的 堪 纺 是 Cx - Xx) ,CY 机) 的 二 - 葡 齐 次 条 项 式 , 当 $ 它 可 以 分 
解 成 两 个 活 系 数 一 - 式 因 式 的 乘积 时 ， 便 得 到 两 条 切线 。 
例 5.9 求 二 获 曲 线 42 一 xy+ 六 一 =0 通过 点 (0,2) 的 切线 . 
和 解 ” 因 为 00,2) =3 六 9， 所 以 O00， 2) 不 在 曲线 上 。 
FC0,2)= -1, Fa(0,2)=2, 
Pex— OF— 2)= rx- 2 +(y -27. 


由 (5.65) 得 : 

CDG ia OPI 
如 | 2XE + XH 2) ty 2):= 0 四 
将 左 映 分 解 因 式 得 


[2x— Cy ~ 2)x+(y-2)]=0, 
于 是 得 到 过 (0,2) 的 两 竹 切 线 的 方程 分 别 为 ; 
2x~y+2=0 和 和 x+y-2=0, 
注意 在 计算 过 程 中 不 要 把 Cx - 0), (y -2) 竟 括号 去 掉 . 
定义 5.8 过 划 线 上 一 点 ,县 和 一 让 手 过 该 点 的 切 战 的 直线 称 为 
曲线 在 这 点 的 法 线 ， 
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设 Moxos90) 是 二 次 曲 缆 3 上 一 点 ; 当 P(xo, go) SFatxo: yo) 
不 至 为 喜 时 ， 过 Mo 的 姐 线 方向 是 
一 FalCxe, yo) :P(xo, Vo) 3 
从 而 过 jd 的 法 线 方 向 是 . 
P(xo, yo) : Faolxo, yo) ， 
因此 过 Mg。 的 法 绥 方 程 为 : 
Eo 
F(xoyo) Fala, Ya) 
5.2 双 曲 线 的 渐 近 线 - 


定义 5.9 ” 沿 渐 近 方 向 着 且 与 双 塌 线 8 没有 交点 的 直线 ! 称 
为 双 曲 线 8 的 渐 近 线 。 
设 (oz0,i= 1,2， 是 双 曲 线 S 的 渐 近 方向 。 谨 所 是 方向 
为 (52 的 浙 近 线 ， 因 为 点 与 38 无 迹 点 ,所 以 片上 任意 一 点 
Motxo,V0) 袜 是 方 各 
mF tx, yy 十 DiPetx y=0, <5.66) 
从 和 而 这 就 是 渐 近 线 到 的 方程 。 
因为 双 有 曲线 的 中 心 0 的 坐标 (xi, 加) 满 是 
Fry =0, Pr, #1) = 0, 
所 以 中 心 必 在 渐 近 线 上 ， 于 是 双 曲 线 的 产 近 线 也 就 是 经 过 中 心 ; 
且 玉 向 为 渐 近 方向 的 直线 - | 
最 后 我 们 指出 ， 本 党 $3,§ 4, $5 的 内 容 除 了 涉及 对 称 轴 和 
法 线 的 内 容 处 ， 共 祭 均 可 在 仿 射 华 标 系 电 进行 讨论 ， 井 且 可 得 到 
同 祥 的 有 美 结论 。 


习 题 5.5 

1。 来 下 列 二 次 曲线 在 指定 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 ， 
3 

(C1) 在 椭 国 入 + 性 =1 上 的 点 (zo,50) 处 ， 
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C2) 在 双 晓 线 沁 一 后 = 1 上 的 点 (xsgo) 处 ， 


《3) 在 抛物 线 好 = 2px 上 的 点 (xX0, 如) 处 。 
2、。 求 下 列 二 次 项 线 移 经 过 所 结 点 的 切线 方程 
C1) tt AXY 5 IX 83 一 3=0， 古 C2.1)8 
2 5x2+ 7xy 二 如一 XxX+2y=0， 厌 点 ! 
(3) 5x2T6xy+582 = 8 点 (04,2 2)3 
《47 LX X12 
3。 求 油 线 482 一 4x3y+ 扫 一 2x+T= 0 的 过 点 Motl, 3) 的 切 
线 和 法 线 方程 。 
4，。 求 下 列 二 次 曲线 的 切线 方程 ， 洗 且 求 出 切 点 的 礁 标 、 
CTY X24 dx -5Sx 6y+3=0 的 切线 伴 行 于 x+48= 0 
(2 x+xz+ 开 =3 的 雪线 平行 于 zx 轴 。 
5。 和 证明， 过 二 次 曲线 与 它 的 一 策 雷 径 的 变 点 的 团 线 一 定 于 
行 于 此 直径 的 划 辆 方向 。 
6, 已 知 方 程 CAx + By+CD)? +2CAox + Boy + Go) = 0， 其 
中 
i Bb, |.) AAs+ BV,=0 
ay Ba 0 Mhet bib. 
证 明 ，(Q1)》 它 胡 示 描 物 线 ， 
(C2) 下 线 Alx + Bry + 0， =0 是 它 的 对 称 辅 。 
(3) 直线 Ax + Bay+ Cs=0 是 过 顶 虚 的 切线 。 
7， 让 明 ， 捞 物 线 呈 = 2px 的 研 点 为 xu 纹 》 的 切线 与 x 畏 
的 让 点 为 区 -TD02。 


*5、 从 机 加 呈 + 此 = (的 两 个 焦点 F, 和 疡 分 别 作 酉 图 的 任 


意 切 线 的 得 线 ， 王 足 记 为 了 和 了 。。 证 明了 的 扫 迹 和 了 的 轨 
迹 是 以 原点 为 由 心 的 同一 个 圆 。 
*9， 证明 ， 两 条 边 都 与 椭圆 相 切 的 直角 的 项 点 (%0,40) 的 雪 
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述 是 一 个 辆 。 
#10 ,证明 ， 咕 条 边 与 搬 物 线 相 切 的 直角 的 项 点 位 辽 准 线 上 ， 
而 连接 切 点 的 党 线 通 过 人 炉 成 ， 
1. 已 知 三 角形 ABG，E 蛇 AB 中 点 , 摔 物 线 与 CA,CB 分 
中 . 
. 求 下 列 冯 有 是 线 的 浙 近 线 ， 关 且 求 曲线 在 以 渐 近 线 为 从 标 
畏 的 些 蒜 系 中 的 方程 
(C1) 12x2— ?XY -12 _ 11x 4319-13= Os 
0) x2 4 SEV -fy 3 + 968 143=0, 1 加 
13. 证 明 ， 若 方程 65.17 表示 -- 条 双 曲 线 ， 则 息 的 兴 近 线 分 
别 瑟 方程 ax2f 2diaxz + ass 拓 =0 世代 表 的 两 条 相 变 下 线 平 行 。 
it。 证 明 ， 匠 aiixa+ 2asxy as 所 + 如 =0 示 一 条 又 钼 
线 ， 刚 它 的 渐 近 线 是 sirtx2 + 29lazz 二 一 Ti 
15， 证明 ， 送 碟 程 i 
AB(x 一 -CA Biyxy = CG ; 
市 ，C 于 0，4 本 有 昌 不 本 为 项 ， 则 它 开 示 -- .条 双 山 线 ， 兰 且 求 出 它 
的 渐 近 线 。 
16， 证 明 ， 疯 上 申 线 上 的 点 独 它 的 两 系 渐 近 线 的 下 离 的 情 积 区 
于 常数 。 交 
17. 给 定 方程 | 1 
(CA, 二 一 (CAs x+ BC )? =1， | 四 
其 中 有 A;8， - 4aB 寺 0 证 明江 表示 - 一 和 到 盟 执 ， 着 生出 人 的 浙 
近 线 ， 


第 六 章 。 正 交 变 换 和 仿 射 变换 


人 为止 ， 我 们 在 研究 图 形 的 性 质 时 ， 采 用 了 华 标 法 和 向 晤 
法 ， 党 了 举 标 变换 法 。 这 号 方法 是 解析 交合 中 最 站 本 的 方 
法 ， 也 是 最 重要 的 方法 。 此 外 ， 在 研究 图 形 的 一 些 豆 复杂 的 性 质 
时 ， 还 可 以 条 四 一 黎 新 的 方法 。 革 如 ， 试 证 ， 精 困 的 任意 一 对 共 
二 直径 把 糖 回 分 成 四 块 面积 相等 的 部 分 ， 如 果 用 坐标 法 或 坐标 变 
次 交 去 证 都 此 较 认 雪 有 用 比较 简 妆 的 办 党 来 庆 它 吕 ! 由 让 
的 任意 -对 共 施 将 会 客 第 此 生 赴 ， 因 此 区 是 其 有 上 述 性 导 胸 . 
促使 我 们 设想 ， 如 果 有 - 种 变 的 能 把 本 国 秋 记 国 共有 过 科室 
把 精 回 的 一 对 共 思 将 径 变 成 加 的 一 对 共 思 覆 答 ， 而 且 使 变换 后 图 
形 的 面积 .与 原 图 形 的 面积 的 比值 是 -- 个 常数 (对 各 种 醒 形 都 一 
样 )， 那 末 就 能 证 明 椭 圆 也 县 有 上 述 性 质 。 这 种 方 法 称 为 点 变换 
法 。 它 的 要 点 是 ，1》 通过 孚 而 上 的 点 变换 0 把 图 形 S 变 成 图 形 
S’; 2) 3 与 3 共同 具有 在 这 种 点 变换 下 不 变 的 性 质 。 

这 -- 宁 就 是 要 研 洛 平面 上 以 及 罕 间 中 最 常用 的 两 种 点 变换 ; 
撕 变 变换 和 仿 射 变换 。 为 此 先 更 介绍 肪 射 的 报 念 ，…… 


“1 映 齐 
1 ,映射 的 定义 和 例 
” 害 文 6. 1 :全 全 $ 到 集合 37 的 二 个 映射 如 是 指 一 不 法 则 , 它 
僻 8 中 各 “个 元 天 4 六 及 中 一 个 确定 的 元素 o/. 厨 之 对 向. 
你 六 在 脆 射 下 缚 象 ， 记 作 Ce)， 4 称 为 4’ 在 0 下 的 大 
和 此 相册 5 记 作 ， 


， SS1， ‘ad, 


或 老 论 作 ，er saray，2aEgS 


集合 3 到 自身 前 映射 称 为 的 -个 变换 。 

集合 S 漳 S' 的 两 个 映射 和 t+ 称 为 相等 ， 如 果 对 于 任意 
tes， 者 有 otay = TCa)。 

例 6.1 定义 域 为 (-co ,oo)， 画 数 值 为 实数 的 半 值 机 数 y= 
F(x) 就 是 实数 集合 吕 到 它 自 身 的 陕 射 。， 例 如 ， #27,Y = 2 二 2 
+1, #= sinx, 等 等 ， 都 都 是 及 到 自身 的 上 映射 ， 但 是 y= inx 是 正 
实数 集合 RR+ 到 实数 集合 灵 的 喘 射 . 

例 6.2 集合 =” 的 -个 变换 C 如 果 把 S 的 每 个 元 素 4 对 应 到 
和 区 自身 ， 即 ， 2 4，YaES， 则 称 o 足 妨 的 虱 等 变换 或 单位 
:二 : 记 作 5 | 

例 B .3 座 是 下面 上 所 有 点 组 成 的 人 人 , 取 定 一 个 直角 坐标 
role enl, 给 定 一 个 向 量 vCa,b), 是 人 3 的 这 样 一 个 变 
的 和 Po 光一 个 确 定 的 点 PC 57) 
其 中 

=X+d, 


6 . 
yr = yb 《6,1》 


CC)=()r()， C6.1) 
由 于 向 量 PP' 的 举 标 为 (x? -x,y 一 认 = (a0)， 


一 所 以 PP’ =v。 这 说 明 ， 变 换 o 使 再 
面 上 每 一 个 点 忆 都 江 方 向 "移动 了 


亦 即 


“ 全 长 为 上 [的 一 段 距 离 。 称 由 《6.1) 确 

和 一 。 守 的 放 拉 。 业 由。 岂 定 有 天 ,公式 
-一 (6.1) 称 为 平面 上 点 的 平移 公式 ， 它 

”在 形式 土 与 点 的 坐标 变换 中 的 移 业 人 

图 6.1 式 类 伏 ， 但 但 是 含意 却 完全 不 园 ， :点 入 


平移 公式 C6. DD 中，€xX ,办 和 Cx’ ,yy 
是 不 同 的 两 个 点 在 同一 个 举 标 系 中 前 坐标 ， 而 物 轴 公 起 中 ， 
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《x, 臣 和 (x ,#') 是 同一 个 点 在 两 个 不 同 的 坐标 条 中 的 举 标 ， 

例 8.4 仍 说 3 是 平面 上 所 有 点 纽 成 的 集合 ,在 平面 上 取 定 一 
个 直角 坐标 系 LOiei,ea]。 今 了 是 S 的 这 样 一 个 变 换 ， 它 使 平面 
上 每 一 个 点 PCx, 妇 对 应 到 一 个 确定 的 点 PCx' ,8 )， 其 中 

Ed Cos0 sing\ rx 
(,) (as so y 让 《6.27 

这 里 9 是 … 个 确定 的 实数 。 我 们 把 (6.2 中 的 系数 短 阵 简 记 作 卫 ， 
易 淖 册子 是 正 次 给 阵 。 因为 


[OP ls ex ty =, yy) CC)= p77 () 


coscOF, OP’>= oF. “OP 9 
OPIIOP | 1oP|: 


XCXCOSO 一 Vsingy》 二 yxsing + 二 -yeos0) 
_ 各 及 


= cosd, 
项 以 变换 了 使 下 面 上 每 一 个 点 都 绕 0 点 旋转 8 角 。 称 由 (6.2) 
确定 的 变换 了 是 平面 绕 原 点 的 旋转 , 旦 转角 为 8。 公式 (6.2) 在 形 
式 上 与 转 轩 公式 相似 ， 但 是 合意 完全 不 同 ， 请 读者 想 一 起 ， 


. 图 6.2 
定义 6.2 集合 3 测 S 的 陕 役 o 如 呆 使 不 同 元 米 移 象 也 不 
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同 ， 即 ， 如 果 aa ， 则 5020) 夺 0900), 瑞 玉 称 0 是 单身 《成 1-1 
的 映射 )。 

显然 ， 平 面 上 任 一 半 移 ， 任 一 缠 原 点 的 施 转 者 是 妆 射 。 画 数 
?8=27 是 虹 到 自身 的 单 射 ， 而 画 数 y= 上 Snx 不 是 音 射 。 

定义 6.3 集合 8 到 5 的 映射 fg， 如 果 对 于 S' 中 径 一 个 元 
类 a 在 5 中 都 有 至 少 一 个 泡 索 4 使 得 ota)=a ， 则 称 0 是 满 
射 {或 称 0 是 SS 天 的 肌 射 ?。 

好 然 ， 束 目 上 任 一 至 移 ， 任 - _ 绕 原点 的 旋转 都 是 满 射 ， 天 数 
y = 2 是 下 并 的 注册 ， 而 y= 2 不 是 RR 到 自身 的 满 射 ， 但 它 
是 民 到 民 ! 的 满 射 。 

定义 6.4 馈 合 > 河 S 的 映射 5 扼 尘 饥 足 单身， 又 是 满 身 ， 
则 称 0 起 双 射 ( 疲 称 0 是 3S 到 5 的 一 一 对 应 ， 或 称 上 是 SS 到 3/ 
上 的 1-] 上 映射 》。 


1.2 映射 的 生 法 


在 主 杀 问题 中 ， 我 们 需要 相继 作 两 次 觅 射 ， 为 此 引进 下 带 定 
半 。 

定义 6.5 证 5:S->S2 :837 SS。 相继 施行 峡 射 5 和 T。 
得 到 一 个 5 到 587 的 路 射 称 为 + 先 以 J 的 乘积 , 记 作 = To, 

| ro ay to) ES : 

注意 映 竺 的 莱 法 与 葡 序 有 关 ， 存 可 能 ro' 肖 意义; 往 是 :07 无 
音义: 即 鸽 cf 和 ro 都 有 意义 ， 也 有 有 可 能 07 寺 I， 这 就 是 说 , 映 
射 的 乘 活 不 适合 交换 律 。 

例 6.5 设 避 ; 是 平面 绕 原 点 的 能 忽 ， 转角 为 ex 设 f 是 旧 v 
决定 的 本 移 ，o 的 举 标 六 Cn, 站 ， 求 or 和 rc。 

解 ” 在 给 定 的 过 角 举 标 条 中 ，9 的 公 起 中 


(Ge so 
z 的 公式 是 
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-pp 
(六 (CO 
设 PCx, DS Po(xy ,EP (x',y), 则 ot 的 公式 为 ， 


’ 0 sing\ pz、 ， 一 si 
人 Ga CC os (人 


并 


天 
xX = (r+ Ycosd -Cy t hysind, : | 
| ，_ - 《6 .32 
3 =r +adsind +r Cy +hycosd, : 
" - T 
设 汪 OF DO， 则 te 的 公式 为 ， 
铺 铺 的 (0 — sindy yx 在 
yd yd NB Vgin0 os0)( s) + (2) 
芭 
x’ = Xe0sd 一 ysind + a, | 
| : (6.4) 
y= xsing + yeosd + b, 


比较 C6.3) 和 (6,4) 知 ，0T 填 TO。 
定理 68.1 映射 的 乘法 适合 结合 律 ， 芭 设 | 
:SS TS pO, ,Sr ed", 
则 pro) = (zy。 

证 明 ”显然 等 式 两 边 都 是 3 到 5" 的 喘 射 。 尾 aES， 有 ，, 
[ro)J(o) = $Cro) a) I= 9%CrCo(Ce)))， 
[Cr)e](a) = CHI Co)) = %WCrCcCa)))， 

镇 此 LpCro) la) = Lpryo je), . 
从而 $lroy = Cry)o, 


.1.3 可 这 晓 射 和 洲 映 射 - 
定 尽 6.5 六 og， S59", 如果 寂 在 t。 Br 使 向 


TO=8g, UT= £8, 
则 称 映射 = 是 可 入 前 ， 此 时 称 了 是 oa 的 省 映 射 。  . 
加 果 o 是 可 道 的 ， 则 它 的 道 歇 射 基 唯一 的 ， 这 是 讷 为 要 如 了 
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和 zi 都 是 = 的 北上 映射 ， 则 有 
TIOT= {TO)T= gt = 71, 
TIOT= TC0T)= TBg, =T1, 
从 而 T= 把 0 的 唯一 的 揽 映 射 记 作 o 1。 
定理 6.2 谈 c 是 到 7 的 了 映射 ， 旭 o 是 可 雍 的 充分 必要 
条 件 汶 0 是 双 射 。 
证 明 必要 性 。 夫 是 可 道 的 ， 则 有 递 映 射 07"! 存在， 使 得 
UO l= ES TFI 二 ES。 
如 果 对 于 @ E55, 1=1,2， 有 0(Ca)=oC4)， 则 得 
gMota)) = oo(6)), 
从 而 得 (oo0)CaD)=(om10)Caz)， 好 ss(41)=sstaz)。 于 大 
ai= az。 这 说 明 c 是 单 射 。 
任 arES/， 售 a=07iC4’)， 则 有 
cfa = oa )) = (00 (a)= Eg, (a’)=a’, 
所 以 og 是 注射 。 从 而 9 是 双 射 。 本 
充分 性 。 设 0 是 双 射 。 任 取 a ES ， 则 存在 唯一 的 eaE S， 
使 得 oCa) = a?。 于 是 可 以 定义 
Tt S/d a /yay | 
其 中 a 满 是 0(4) =ar。 旺 然 * 是 S 到 8 的 映射 ， 并 县 有 “ 
grta’ >》 = Ofa7) 二 8 aE 
因此 ， GT= ee。 
任 aE5， 记 oCa)=a’/， 则 有 
(AY = TA) = 4, 
译 此 ，r0= es。 从 而 5 是 可 第 的 喘 射 。 
例 6,6 设 o 是 平面 的 二 个 点 变换 ， 它 的 公式 是 
[ =2x ty+6, 
y= 3 y+7, 
求 0 的 道 变换 9 1。 
解 车 0 把 点 PKx, 妇 对 应 到 点 PKzg)， 则 1 度 把 点 
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P Cx,y 对 应 到 点 PLX ,办 ， 因 手 汶 了 得 到 0"! 的 公式 ， 只 要 从 . 
5 的 公式 中 反 解 出 * ,7y， 
= xr ly 12 
pp Ee 十 - 6 多/ 5 
_2 


， 1 
sy 5。 


x 


为 了 统一 起 见 ， 对 王仁 一个 变换 的 公 3 ， 都 把 原 象 的 坐标 写成 
(x,y), 把 象 的 坐标 写成 CX 1 ), 因此 gl 的 公式 为 ， 


1 1 12 
A 
os 3 

EE 


习 题 6.] 


1。 说 中 是 至 体 实 数组 成 的 集合 , 判别 下 列 对 应 法 则 是 否 为 
只 到 自身 的 映射 ? 是 否 单 射 ? 是 否 满 射 ? 


《13 一 25 (C2) X33 
(3) x 一 2X+13 C4) Xr Xs 
(5) x2"s C6 xinxs 
CD XCOBXS C8Y -xt 


2.。 过 S 雪 示 平 面 上 所 有 点 组 成 的 集合 ， 上 是 平 而 上 一 条 井 
线 。 所 平面 上 各 一 个 并 PO) 对 应 到 它 关 于 1 的 对 区 点 
PCx',y')， 这 是 仿 的 一 个 变换 ， 称 它 是 平面 对 于 直线 工 的 反 
射 ， 称 ! 是 反射 轴 。 求 平面 对 于 x 轴 的 反射 的 公式 。 

3 ， 求 出 在 面 对 于 直线 y= x 的 反射 公式 。 1 

4。 设 不 面 上 次 线 1 的 方程 为 hx+By +C=0,. 条 对 于 
直线 ! 人 

5 I 是 平面 上 两 条 平行 次 线 ， 家 Ts 分 别 是 看 
于 二 统 h 泌 时 。 证 明 ，TTs 是 一 个 平移 。 | 

6，。 设 5 古 平面 的 点 变换 ，a 的 公式 为 
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{ 二 
Y=- y+3, 
间 ， 点 《1,0) ,C1,1) 分 别 变 成 什么 点 ? 直线 XY 了 +y~2=0 变 成 什 
么 图形 ? 

7。 给 了 斑 面 的 两 个 点 变换 0, 各 02， 它们 的 公式 分 别 是 

| Ed 二 2 二 | 2 | 
加 二 3 2 一 5， 

求 04.04 称 0201 的 公式 ， 

8. 求 笠 面 的 下 询 点 变换 的 首 变 搞 . 


+r V3, 

2 
C1) _ 

AL 车 

y 机 sy 

Xr = 2x 1 3y 7, 
a : 

起 ”一 3x+ 5y— 9, 


.在 站 基 人 村 [OccJ 中 ， 求 田 在 面 绕 点 MM(x0,90) 族 转 
《 角 的 变换 公 了 

10， 设 0: os, I, ss 壕 明 , 若 和 7 部 是 昔 ( 注 ) 
壬 , 则 r 也 采 音 6 清 ) 半 。， 
CE 2 平面 前 正 交 变 换 
| 0 吉本 抽 的 定义 和 例 1 鹤 
加 从 和 1 及 基 习 题 6， 让 扣 了 这 和 种 滤 变 换 ， 平 
称 ; 琅 和 则 :反射 。 它 从 症 平面 二 注 介 标 系 中 的 公式 有 蕊 个 共 回 的 
特点 ， 即 系数 乱 阵 帮 是 正 交 短 阵 。 本 节 我 们 哉 来 硼 多 具有 这 个 区 
扣 的 变种 叶 革 人 

定义 6.7 看 的 一 个 上 0， 如 扣 丰 一 个 轩 洒 
的 公式 为 . 1 


200 


A 


其 中 季 数 容 阵 


{ll 人 
dal 22 
是 下 次 年 降 ， 则 称 5 是 平面 的 正 奖 (点) 变换 , . 

这 个 定义 与 王 角 坐标 柔 的 选 摊 无 关 ， 这 是 因为 如果 在 氏 角 
泽 标 对 工 中 的 公式 为 (6,5)， 设 坎 角 华 标 对 I 工 到 了 的 过 滤 于 阵 
是 了 了， 卫 的 原点 的 I 坐标 为 (xoy20)， 则 I 工 到 工 的 点 的 坐 标 变换 


公式 为 
革 
)+( 小 (6.6) 
y 由 Yo 
其 中 (, 六 表示 点 (Xx, 仍 交 工 从 标 。 用 (56.6) 代 天 (6,5) 中 得 


OCTC， 
整理 得 | 
EE ri 多 ， -| xp 
Cm) 0) 
+ CG - )|. (6.7) 


(6.7) 就 是 o 在 坐标 系 开 中 的 公式 ， 其 中 系数 撼 阵 是 ?47 由 
于 以 炸 工 都 是 正 灾 红 障 ,因此 T 4T 仍 是 正 交 和 瑟 阵 : 这 说 明 , 若 0 
在 某 一 个 直角 坐标 系 中 的 公式 音 系 数 扎 阵 是 应 交大 阵 ， 峙 它 在 
任 但 一 个 丫 儿 主 标 系 下 的 公式 的 系数 年 隆 也 是 正 变 下 阵 , 
”指定 义 6.7 知 转移， 施 煌 ， 反 射 玫 是 正 变 疲 的。 ， 
2.2 正 交 变 换 的 性 质 ，  - ， 
定理 6.3 正 交 变换 保持 点 之 忆 的 更 离 木 变 。 “ 
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证 明 设 s 是 正 变 变 镍 ， 蕊 在 一 个 直角 吾 标 有 系 中 的 公式 是 
6.5), 平面 上 和 任 屯 两 点 LC :Palxs 83) 它们 在 下 的 象 
是 PiCx1 91) ,Ps(xs 37， 出 


和 EA 
内 此 
X%2 一 六 x x Xa x1 
Cp) -ys) (.)- () () 
Tal 
Ya — #1 
从 而 有 
(PiPs|?= 《Xe 一 3 和 二 《8 一 和 3 
| 
= (Xo — 
Xa 一 区 
= (Xe— xie — yA! A 
机 (hn) 
区 二 一 区 1 
=(《xa 一 X ya — VIE 
如 1 人 
= {Xo 一 X1)2 + (Cys 一 y1)? = |P.Poel:, 
所 以 IPiPsl= |PPsd, : | 
_ 室 理 6.3 说 明 ， 点 之 个 的 距离 是 正 交 变换 的 不 变 . 最 人 二 
变 变 换 的 最 简单 而 县 最 基 生 的 不 变量 。 


由 下 挛 短 阵 竟 性 质 容易 得 到 下 突变 护 的 于 各 到 是 正 克 站 


痢 ， 汪 各 变 换 古 正 突变 换 ， 正 交谈 换 是 可 肖 的 ， 状 且 它 的 洲 变 换 
仍 是 正 交 变换 。 


正 交 变换 还 有 上 以 下 符 撕 ， 
(1) 正 交 和 变换 把 直线 变 成 直线 ， 
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证 明 淡 0 是 正 交 变换 ， 它 的 公式 为 (6,5)。 合 


x 3 i 
0) (oC) 
则 C6.5) 可 写成 
=AaG+a : 6.5)" 


平面 上 任 取 一 条 直线 蕊 : ax+8by+c=0， 人 有 =(a 的， 则 

i 的 汶 程 可 号 成 | 
. prate=0, | 《6.8) 
相 (6.5)7 得 ge =4r1Ka' 一 a0)， 代 大 (06. 台中 ， 得 
| BiA-lCa’ 一 Go 十 人， 
Bll 
BiAla’ toe-B'A-iao= 0。 《6.9) 

根 站 84-=0， 则 得 有 =0 即 ，a=5=0， 矛盾。 因 兹 56.9) 
基 x ,3 基 的 一 葡 方 程 ， 从 而 (6.9) 表 示 一 条 雪线 局 、 上 述说 明 ， 
演 缆 1 上任 一 点 下 0 下 的 象 必 在 过 线 上 。 友之 ; 由 于 把 公式 
06.5)' 代 大 方程 (6.9) 中 就 得 到 方程 (6.8)， 这 说 明 雷 线 上 的 
每 一 个 点 在 下 的 原 象 都 在 直线 ! 上 ， 因此 ”把 可 续 1 变 成 直线 
[ 重 

C2》 正 交 变换 把 线 委 变 流 线段 ， 并 甩 保 持 线 豆 的 分 比 不， 

证 明 ” 谈 正 变 变 换 o 把 点 P,Q 分 别 恋 成 P' ,8/， 则 线段 PO 
上 任 一 点 MM 的 象 半 ' 在 直线 P'Q’ 上 ， 又 由 于 了 保持 点 之 加 的 距离 
不 变 ， 因 此 

IP’M|= PMI, [QM'|= 10M, 

从 诉 MM 在 线段 P'Q' 上 。 反 之 ， 同 理 ， 线 段 PQ 上 的 任 一 点 
N' 的 原 象 N 必 在 线段 PQ 上 上, 所 以 5 把 线 股 .PQ@ 变 成 线 提 
PO, 

设 点 是 线段 PQ 的 内 分 点 ， 使 得 

Iol 1 
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则 于 在 o 下 的 象 对" 在 线段 呈 ' 人 上 ， 从 而 闻 ' 是 PC 的 内 分 点 ， 
且 . 
IP'M’| _IPM| 和 
IM’Q’] ~ |MOI 
若 点 六 是 线段 PQ 的 外 俘 点 ， 类 似 地 可 证 得 结论 ， 
(C3) 正 交 变换 把 在 行 间 EE pe 3 
证 明 设 7 lo。 设 正 变 朗 换 0 把 旧 变 成 霹 线 -三 ，1 荆 。 
崩 如 旺 与 闪 灾 于 好 7， 骨 MM 的 只 的 原 象 林肯 在 上， 双 在 届 
上 上， 这 与 Vt 序 盾 ， 所 以 扩 届 、 
C4) 平 罗 的 一 个 正 实 点 变换 a 引起 了 半 面 的 一 个 向 量变 换 
“ 指 平面 上 所 有 击 量 组 成 的 复合 仿 的 变换 )》。 
证 明 ”平面 上 取 定 -- -个 直角 能 标 系 ， 设 了 是 正 交 点 变换 ， 它 
的 公式 是 (6.5)。 考 谨 平 面 上 了 上任 一 向 量 mm(a 人 取 有 向 线段 


PQ 表示 mm， 共 中 P,Q 的 能 标 分 别 是 C169) ,C32 ,55),、 则 如 =%， 
| 5 = 3 + die 设 o 把 P,Q 分 别 亚 成 吓 " (x ,1 人 2 


铀 用 (全 .5 光 得 册 
. i . XY ry . 
jC) 
0 . 
XO xa— Xi yu 
Ca) ea 
B21 ya Yl ! ， 


到 说明，P7O’ 的 学 标 C39 一 X, 歼 一半 ) 只 与 o 和 向 量 m 有 关 , 而 
与 的 有 羡 线 限 表示 下 起 点 的 选择 无 类， 因此 可 以 规定 集 侣 如 
的 一 个 对 应 凌 划 ， 它 把 m 对 启 到 P70 '， 民 0 


v(m) = 0(PO): = 已 O7 ‘©’, 
由 于 上 进 议 论 知 串 是 六 的 一 个 变换 。 
加 时 用 Cu 10) 表示 Cm》 的 柴 标 ， 则 出 46.10) 得 到 
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Li 村 


(2 on 


如 


(6.11) 就 是 的 公式 ， 基 中 系数 答 阵 正好 是 原 米 正 交 点 变 换 o 
的 公式 (6.5) 中 的 系数 年 阵 4 。 我 们 把 公式 中 系数 年 阵 为 正 奕 答 
阵 的 向 量变 笑称 为 正 交 向 量变 的, 于 是 出 上 述 知 ， 应 交点 变换 5 | 
起 一 个 正 交 间 量 变换 5。 今后 在 谈 到 正 交 (点 ) 变 换 0 在 向 量 上 的 
作用 时 ， 指 的 就 是 0 引起 的 向 景 变换 5 在 该 向 量 上 的 作用 。 

(5) 正 变 变换 还 具有 以 下 性 质 ; | 

1) 保持 身 量 的 各 法 ， 即 ，5 Cm ms) = gCm) + mp)s 

2》 保持 向 量 的 数 莱 ， 即 ， 六 (4mm) = A (Cm)， 

3) 很 持 和 击 攻 的 内 积 不 变 ， 勒 ，5 (Cm) 六 (mg) 一 钱 1， m2 

4) 保持 疝 量 的 长 庶 不 变 ， 邵 ，|zCm) [= |]m|，; 

5) 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ， 即 ，< 如 (mi ,PFCma)>= <m ,ma>。 

证 明 ” 变 正 交 向 量变 换 z 在 交角 坐标 系 中 的 公 趟 是 (6.11)， 

灵 mi 的 举 标 是 (i,0i)，DCmi) 的 坐标 是 Gu 0) i=1,23 运 
Cm 各,) 的 此 村 是 Gi， TD” ), 则 


a ) a ) 


+ Ye 
Hu U2 让 十 下 
三 十 二 _ 机 
-CY 
因此 :..“ Tmt me) = 十 页 Cn 
5 类 个 可 证 站 Chm) = 40 Cm) 1 


Hs - 
CD Tm ta 


he 


| daa 
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ty 
= (uy "DE( ) = Hy+ Vv = 1 " My, 

由 竹 了 保持 向 量 的 内 积 不 变 ， 有 从 而 它 保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 
也 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ， 

定理 6.4 正 交 变换 0 把 任意 一 个 直 角 标 架 工 变 成 一 个 站 角 
标 架 ( 记 作 下 》 ,并 且 任 一 点 P 的 I 誉 标 竺 于 它 的 象 忆 的 工 坐 标 。 

证 明 设 o 把 I 的 原点 0O 变 成 0, 把 I 的 基 疝 量 @1 变 成 
ei = 2。 因为 保持 向 量 欧 长 度 旦 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ， 所 以 
e 仍 为 单 使 向量 ， 上 1 本 的 仍 竹 直 ， 从 而 工 [97 ;ei ,es] 也 是 一 全 将 
角 标 架 ， ， 

谈 忆 的 工业 标 是 (xz: 护 ， 刘 卫 丰 e 下 的 象 为 已， 因为 

OP =- 5KOP) =O(xelt ye2) 
= Xe) 十 es) = X81 十 Ye 

所 以 已 :的 下 玲 款 是 (的 。 

推论 6.1 正 次 变换 0 被 它 在 一 个 直角 标 架 上 的 作用 所 确 
定 ， 

证 明 ”因为 只 要 知道 了 e 把 一 个 直角 标 架 工 变 成 由 角 标 架 

二， 则 平面 上 每 二 个 点 了 在 0 下 的 象 P' 也 就 确定 了 ，P' 的 开 坐 
标 等 于 了 的 工 坐 标 。 . 

由 推论 6.1 知 ， 若 两 个 正 交 变换 c 和 * 在 一 个 下 角 标 架 上 的 
作用 一 样 ， 则 o 和 * 相符 ， 

定理 6.5 “平面 的 正 交 变换 或 老 是 平移 ， 或 者 是 绕 平 面 上 二 
点 的 旋转 ， 或 者 是 对 于 平面 上 一 条 次 线 的 反射 ， 或 者 是 它们 之 间 
的 乘积 ， 

证 明 设 z 是 平面 的 一 个 正 变 变 换 ， 取 一 个 直角 标 架 
ILO; ees]， 设 0 把 工 变 成 [O361 ,ej. 

作 由 0Q0’ 决 定 的 军 移 记 , 它 把 I 变 成 [0 和 ;ei,esl; 再 作 弹 点 0 
的 旋转 tz, 使 el 转 到 所 上 ;此 时 ra 把 FO' ye ,er] 变 成 [O'se1 es] 
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车 姥 =e， 则 sr 把 二 变 成 年 , 从 而 让 = 六 若 时 = eb， 
则 得 作对 于 直线 上 《( 它 经 过 点 D ， 方 向 为 全 ?的 反射 rs， 此 时 za 
把 CO’ yei ,e 扫 变 成 [O' ;ef ,et]， 因 此 rsrafl 把 工 变 成 工 ， 从 而 
可 二 T3T78T1。 

下 移 ， 旋 转 以 及 它们 的 乘积 称 为 刚体 运动 ， 

定理 6,6 蔡 正 交 变 换 o0 把 直角 标 架 了 PO;e ,es] 变 成 交角 标 
架 I5O’ye' ,esj， 则 o 在 工 中 的 公式 为 


Ei bq Xn 

CA) 

o So! 
其 中 ， 采 数 乱 阵 人 4 正好 臣 1 到 本 的 过 滤 知 阵 。(x,50) 是 耳 的 原 
点 0 的 I 坐标 

证 明 小 把 点 了 生成 P/， 说 和 P' 的 坐标 分 别 是 Gz,5) 

和 (xz ,)。 由 定理 6.4 知 ， 忆 的 开 佣 标 等 于 尸 的 工 府 标 (x,5)， 
设 I 和 到 荆 的 过 渡 詹 陈 为 4， 设 于 的 原点 0 的 I 坐标 为 (xo,y0)， 
则 对 了’ 点 用 举 标 变换 公式 得 


Ca) 人 


这 个 公式 同时 又 表明 了 尸 的 工 些 标 (x, 切 与 象 P/ 的 工 甫 标 (x7， 
Y ?之 同 的 关系 ， 周 此 这 虑 入” 在 工 中 的 公式 可 


习题 6.2 
1. MT 雪 丰 而 光 点 认为 下 交 1 闪 有 的 


3 
Xr y+tl, 


2. 在 平面 的 点 变换 
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1 _. 
六 +, 
V3 
rao 一 
# = 2 1 


下 ， 曾 线 <+ 了 -2= 0 迹 成 什么 让 正 ? 
3， 车 把 厚 线 2xyY = 个 绕 原 点 旋转 45”， 求 新 的 曲线 才 程 ， 
4。 给 了 正 变 变 换 0 在 直角 坐标 系 工 中 的 公式 为 


vv 
并 一 
yr V2 y+rg, 

2 2 

若 作 直 角 雁 标 变 换 
_ 1; V3 地 

区 二 ot ni -¥ 2， 

1 
yg 信和 


求 o 在 新 坐标 条 中 的 公式 ， 
5 平面 欧 亚 交 变 换 只 有 两 个 不 动 点 4 ， 8, “风光 浊 线 4 上 
每 个 点 都 是 0 的 不 到 点 。 
6。 设 志 和 Ts 分 别 是 从 面 对 证 直线 和 所 的 反射 ， 设 与 与 己 变 
且 澜 角 为 中 证 明 ; rar 是 说 点 的 施 转 ， 转角 为 26。 
“ 设 水 面 的 点 变换 5 的 全 汇 是 i 


xX" = Xe0s0 — ysing + 4, 

vy’ = taing 本 VE6o88 + bi 

征明， 当 8 半 2Kkx 时 ，o 是 缆 一 个 定点 的 旋转 ， 
3. 求 往 足下 列 条 件 的 焉 变 变 换 的 公式 绕 原点 旋转 角度 


0 = - 定 f， 义 要 使 点 Mu(0,1) 变 成 MAC= 2+wE rrT~v)， 
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-说 正 变 变 换 z 碟 右手 直角 . 标 架 工 LOreryez] 变 成 
nro' eyes 设 el 到 1 的 转角 为 8， DO 的 I 工 兴 和 标 是 (*0,46)、 
证 时， 车 开 为 厦 手 节 ， 则 o 的 公式 为 

上 = XC080 — Vaind xo, 


. 9’ = Xsing Veosd + #0} 
车 五 为 左手 系 ， 则 的 公式 为 - 
下 一 XeC0S 上 十 ysind + Xo, 


7 = xsing 一 yaosg + yo. 
10. “六 交 变 接 o 的 公式 申 关系 数 短 阵 和 的 行列 式 办 于 +1， 
则 称 0 是 第 一 类 正 交 灾 换 ; 若 141= -1， 则 称 0 是 第 二 类 正 交 
变换 ， 证 盟 ， 刚体 运动 ; 是 第 一 类 正 变 变 换 ， 刚 体 运动 和 一 个 反射 
的 认可 是 和 :类 正 变 变 换 。 
- 乔 断 下 列 变换 是 次 为 平面 对 于 一 记 线 的 汉 射 ,车 是 肥 射 ， 
同和 结 - 
= XGos2H + yain20, 
C1) 
Vy = Xsin2d 一 了 cos2nD。 


x 


”一 rp, 


i Ry .| i 
een. | 


‘8 年 的 仿 身 杰 换 i 


3.1 念 射 变换 的 定义 和 例 
定 叉 6.8 下 而 的 一 个 点 变换 如 果 它 症 一 个 仿 射 些 标 未 


的 公式 为 "“ > . 本 
x” A ae dl “A i 
0 站 )+ (- J 8.12) 
到 Qo O22 “多 dg i 


其 中 系数 第 阵 4 = 《5) 是 非 奇异 的 ( 即 141 二 0》， 则 称 “ 是 下 而 
各 (各 
个 定 归 与 屿 射 坐标 朋 的 迁 反 无 关 ， 其 通 由 类 位于 正 交 变换 
肌 定 义 与 自 衣 中 本条 的 过 择 大 关 的 再 
出 于 配角 众 标 系 也 是 一 种 仿 射 供 标 条 ， 且 正 交 什 降 是 非 毅 异 
的 ， 因 此 正 交 变换 都 送 仿 射 变换 。 但 是 仿 射 变换 比 正 交 变换 园 广 
污 ， 关 下面 的 例子 ，。 


je 例 6,7 平面 向 着 站 线 

P / i 的 拷 缩 ( 拉 伸 ?。 设 上 的 广 

。 / 向 为 my 在 1 上 取 一 点 0， 

了 | | 建立 仿 射 毕 称 条 [Oei,el， 

0 i 共 中 。 足 事 先 给 涯 的 一 :个 为 
向 。 


说 CX, 有 是 平面 上 任 : 一 
点 的 化 标 ， 规 定 玉 面 移 - 个 点 变 网 工 ， 它 把 P 点 对 应 到 点 P” 
(Cr ,3 7， 使得 


| ES 
(6,13) 
和 | 站 


其 中 大 是 正 的 常数 (与 虚 己 天美 ?， 则 称 是 平面 沙 方 向 向 着 站 

线 工 的 压缩 ( 拉 伸 )， 称 尺 是 压缩 * 拉 伸 ? 梁 数 ，0<<1 时 ， 是 压 

名 太 >1 时 ， 是 拉 伸 ， 8 = 1 时， 是 恒 等 变 换 。 若 方向 e-Lt， 则 称 
是 下 压缩 ( 拉 伸 )， 简 称 为 压缩 ( 扩 伸 )。. 若 与 上 不 看 站 ， 则 称 
是 笠 庄 缩 ( 拉 健 )。 由 于 公式 (6， 13? 中 系数 年 隆 


(。 
是 非 奇异 的 ， 因此 是 优 射 变换 。 但 是 当 K 夺 1 时 ， 显然 不 是 下 
区 变换 ， 
在 习题 6.3 申 远 将 介绍 仿 射 变换 的 其他 例子 ， 闻 位 相似 ， 相 
似 错 切 多 。 
210 


3.2 念 射 变换 的 性 质 

由 巴 非 阁 红 抒 阵 一 定 足 可 逆 夭 阵 ， 于 是 由 可 雍和 阵 的 性 质 容 
易 得 到 : 第 朗 换购 装 积 办 是 念 针 袍 折 ， 生 等 变换 是 作 变换 
仿 射 变换 是 可 道 的 ， 关 县 它 的 才 变 构 也 是 仿 射 变 

优 射 变换 还 有 以 下 性 质 ， 

《1 )》 仿 射 变换 把 十 线 变 成 直线 。 

《2 ) 候 射 变换 把 半生 直线 变 成 平行 直线。 
这 两 杀 性 质 的 证 明 与 正 交 变换 的 相应 性 质 的 证 明 类 似 。 

通常 在 念 射 变换 下 ， 点 之 间 的 距离 是 会 改变 的 ， 因 此 它 不 是 
一 般 优 射 变换 的 不 变量 。 

由 于 优 射 变换 把 直线 变 成 直线 ， 因 此 它 把 具 线 的 三 点 变 成 共 
线 的 三 点 。 又 由 于 优 射 变换 的 逆 变 换 仍 是 仿 射 变换 ， 所 以 仿 射 变 
换 把 不 共 线 的 三 点 变 成 不 共 线 的 三 点 。 

定义 6.9 _ 设 A,B,C 是 共 线 的 三 点 ， 在 此 副 线 上 取 定 一 个 单 
位 向 量 *， 洛 45 -= ie， 则 称 4 串 线 股 AB 的 代数 长 , 谨 用 AB 


表示 线段 AB 的 代数 长 。 称 允 5 为 共 线 三 点 A,B,C 的 简单 比值 ， 


记 作 (4,C,8)， 即 
(4,C,B):= Be 

定理 6.7 仿 射 变换 悍 持 共 线 三 点 的 莘 单 比值 不 变 ， 

证明， 设 上 是 优 射 变换 。 任 取 平 面 上 共 线 三 点 A,B,C， 取 
它们 所 在 的 直线 为 轴 ， 建 立 一 个 直角 坐标 系 。 设 4oB;C 的 横 
淮 标 分 别 为 xi ,za ,x 刘 把 4.B,C 分 别 变 成 4A' ,B7 ,C7 网 47， 
Br’ J 念 匡 线 。 

作 一 个 正 突变 换 0 ,使 得 4,8 ,CG' 所 在 的 直线 ! 变 成 > 轴 , 其 
中 A ,B',C' 分 别 变 威 4”,B*,C*. 设 4A",B* ,GC* 的 民 坐 标 分 别 为 


Xft 2 3 


2 11 


证 cr 的 公式 为 :5 。:: 


OC 


因为 or 把 4,B,C 全 出 变 成 4 BC， 因此 有 
Xi 5 Da by ， 
人 人 ee 
0 boy bd VD .bs i 


x 二， f=1,2?,3 ,i 7 本 


于 是 得 


其 而 :下 
AB* xs—xt (bxat+by— (bux + bi) 


(6.14) 


BOY Trym nD - im th. i 


因为 正 交 变换 ,& 保持 续 攻 的 分 比 不 变 , 所 以 


用 22 AA:B’ 
OT 
由 此 得 到 
A'B’ AD | 
BC 7 Be’ 


共 线 三 点 的 简单 比值 是 仿 射 变换 的 最 简单 且 最 若 本 : 的 不 变 


量 。(A,C， ,也 ) 实 际 上 就 是 点 忆 分 线 息 4C 的 分 比 ， 基 而 有 


推论 6.2 ” 仿 射 变 换 把 线段 变 成 线段 ， 并 且 保 特 线段 的 分 此 


不 变 。 


基 正 变 点 变换 引起 车 面 的 一 个 向 量变 换 类 仆 ， 优 射 点 变 换 
也 引起 平面 的 一 个 向 量变 换 世 ; 大 且 如 果 的 公式 是 C6， 12), 则 


TF 的 公式 是 
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ur” dl dig PS 
DE) 
也 ds {Tay H 
洪 申 Cv ,0) 是 平 贡 上 任 一 向 最 加 的 府 祭 ，Cu' ,v0 人) 是 Cm) 的 坐标 ， 
系数 系 阵 是 非 奇异 的 ， 这 样 的 向 景 变换 了 称 为 仿 射 向 量变 换 . 
今后 我 们 在 谈 到 仿 射 (点 ) 变 换 z 在 向 量 上 的 作用 时 ， 指 的 就 
是 rz 引起 的 向 量变 换 在 该 向 量 上 的 作用 。 
与 正 交 疝 景 变换 类 似 ， 仿 射 向 量变 换 保 持 向 量 的 加 法 和 向 量 
的 数 乘 。 
定理 68.8 仿 射 变换 上 把 任意 一 个 仿 射 标 架 工 变 成 一 个 仿 射 
标 架 ( 记 作 工 ) ,并 且 任 一 点 了 的 工 华 标 等 于 它 的 象 的 且 誉 标 ， 
-证明 . 设 I 的 原点 0 在 + 下 的 象 为 07， 工 的 基 向 量 ei 在 ?下 
的 象 为 e; ;i= 1,2， 设 ei = DA， 谈 4 在 证 的 稍为 4， 则 
er (一 z(DA) = -OA Ai, f=] ,2. 
因为 ,4 ， 入 三 点 不 站 绪 ， 所 以 0 名,A4 三 点 也 不 并 线 ， 从 而 
EO 5e ,如 也 是 一 个 仿 射 标 架 。、 
设 P 的 I 北 标 是 (x, 办， 即 OP=xel+yes， 两 边 用 下 作 古 
得 ，07P/ =xel +yes ,所 以 了 的 工 举 标 为 ($5 从 。 
定理 6.9 ”有 斑 闸 上 性 给 两 组 不 共 线 的 三 个 点，4 43,As 和 和 
B41, ,B， 则 存在 叭 一 的 全 射 变换 把 A; 变 成 Pl，i 二 .1,2,3, 
证 明 内 为 4 ,4， -不 和 级 ， 抽 内 工 LAvArrr A4] 是 


优 射 标 架 . 同 理工 LB, BB Bs,， BB, 呈 233] 也 是 优 射 标 架 , 谈 工 到 工 的 
过 渡 逢 陈 是 4， 设 B, 的 工 举 标 是 Cx0, y0). 

在 芷 而 上 建立 一 个 对 应 法 则 *， 它 把 侍 一 点 已 对 应 到 点 P'， 
其中 呈 的 E 任 标 等 于 己 的 工作 标 (*, 几 。 设 王 的 I 尘 称 为 
Cx:，y’)， 对 PP’ 用 仿 射 坐标 变换 公式 得 


OO 


213 


这 个 公式 同时 也 表明 了 了 的 工 华 标 与 它 的 象 P 的 工 坐标 之 间 的 关 

， 因 此 这 就 是 rz 在 工 中 的 公式 ， 用 于 系数 年 阵 4 非 奇异 ， 所 以 
是 访 射 变换、 由 于 A 的 了 时 祝 避 且 的 开业 慰 相 同 ， 所 以 

rAD = Bs i=1,2,3, 

关于 肉 ~ 性。 假如 还 有 一 个 念 射 变换 o 把 4 变 成 Bi，i=1， 
3。 唱 把 优 射 标 架 工 变 成 仿 射 标 架 工 ， 从 而 任 一 点 己 的 工 从 
标 等 于 a(B)? 的 正 玲 标 ， 于 是 ec(P) =rCP)， 所 以 m= r。 

推论 68.3 ” 平 而 上 任 给 两 个 仿 射 标 架 工 和 正 ， 则 存 在 唯一 的 
仿 射 变换 把 标 架 工 变 成 标 架 工 。 


3.3 仿 射 变 换 的 变 积 潜 数 


正 变 变换 保持 点 之 间 的 距离 不 变 ， 保 持 向 量 之 间 的 夹 角 不 
变 ， 从 而 保持 图 形 的 面积 不 变 。 而 一 般 的 仿 射 变换 会 改变 点 之 阿 
的 距 敲 ， 也 会 改变 向 量 之 加 的 来 角 ， 也 会 改变 图 形 的 面积 。 本 小 
节 来 讨论 仿 射 变 模 改变 图 形 面积 的 规律 ， 

设 在 平面 上 规定 了 一 :个 定向 ， 它 用 单位 法 向 量 e 代表 。 用 
《a , 吾 ) 表 示 凡 4 ,为 分 边 并 和 且 边 界 的 环行 性 向 为 # 到 外 的 旋转 方 
向 的 定向 平行 四 边 形 的 定向 面积 ， 由 (1.26) 得 

axb=(a,b)e, 


定理 6.10 设 仿 射 变 换 r 存 仿 射 标 架 工 [Ose1,es] 中 的 公式 为 
(©) C “人 () 
= 中 EL 
Y’ ta {zol \Y fs . 
对 于 任意 不 共 线 的 向 最 a , 设 ?Ca)=a ， TC)=8 ， 则 有 


Ca’, BY) [和 
ta, 8) 


C6.16) 


| ass 

证 明 由 于 7 是 仿 射 变换 ， 固 瑟 它 把 仿 射 标 架 工 变 成 仿 射 标 
架 [ [Oyei ,es 了 4， 轩 二 在 工 中 的 公式 56， 15) 可 算出 乓 的 工学 标 是 
Car, 91), e343 的 工 举 标 是 时 (4 ,Ga 。 


214 


1 


设 a,5 的 工 誉 标 分 别 为 C4 机) Cis,09) ; 则 a ,8 的 工 坐 标 分 
别 汶 Ca1020 ,C44 ,wm)。 在 坐标 条 了 中 计算 得 
xb (uetue) x (He 十 tes) 
Hl Ha 


(2) X eas), 


Ul Vs 
因为 ax6=(Ca,5)e，el Xes= (e122)# 新 以 


i ui 


(a,b) = lesen (6.17) 


i a . ， . 
公式 (6.17) 对 于 三 面 上 任意 的 量 a ,4 均 咸 立 ， 特 别 地 对 于 e1 ,e4 
也 成 立 ， 末 此 有 


dt drs | 
Cel 02) 三 (ee2), 
do21 Ces 
同样 的 道生 ， 在 生 中 计算 得 
us up . 
(Ca’,b’)=. {8 ,es) 
vy Vs 
因 焉 
Ca’ 6) (el es) dy Os 
“Ca, .i 《ee 区] aa 


易 知 如 果 仿 射 变换 + 在 仿 射 坐 标 订 工 中 的 公式 的 邓 数 盾 阵 为 
4， 那 未 * 在 优 射 坐标 系 开 中 的 公式 的 系数 矩阵 为 在 -4 有 ， 其 中 
开 是 了 和 到了 移入 渡 逢 阵 ， 内 为 

[HA = | 下 -AH = H]AA 
= |Al, 

所 以 仿 射 变换 = 的 公式 中 的 系数 第 阵 的 行列 式 与 仿 射 标 架 的 选择 
无 关 ， 

定义 6.10 仿 射 变换 r 的 公式 中 的 系数 矩阵 的 行列 式 称 为 
的 行列 式 ， 记 作 4， 如果 几 计 0， 则 称 二 是 第 一 类 的 :如果 山 
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< 虽 称 7 是 第 二 类 的 。 . 

定理 6.10 表 明 ， 仿 射 变换 7 搁 照 同一 一 个 比 植 4， 来 改变 所 有 
平行 四 边 形 净 定向 面积 ， 不 仅 部 此 ， 还 有 . 

推论 8.4 着 平 面子 任 - “有 面积 的 区 域 DD 经 过 仿 射 空 换 Tr 变 
成 区 域 吕 ， 则 有 


Mp: 1d 1. + “fp 
Sh | : cB'18) 


其 中 Sn ,Sp 分 别 腾 东 六 和 ,DD 的 面积 ， 

， 证 曼 用 丙 组 平行 线 分 割 区 域 ， 出 pr ys 换 把 三 行 线 变 
成 竹 行 线 ， 因 此 和 烛 应 地 省 两 组 平行 线 分 制 D7 SC8 才 未 春 
已 人 > 内 的 所 有 平行 四 过 形 面积 的 起 和 用 sc 表示 谈 少 与 
已 (27 有 一 个 公共 点 的 平行 四 氨 形 的 桓 积 的 总 和 ， 则 布 


Dr 《6.19， 
于 Si =3i1d.1，Sas=5asldoi， 代 人 (6.197 得 四 
S|d, sSp dsld, 1, . Co, 207 


山寺 用 两 组 牌 行 线 无 限 细 分 区 域 D 时 ， 有 

limS ,= Sp, limS,= Sp, 
订 以 站 <6.20) 琉 极 也 得 i 

sold lSo So ESE 
邑 得 .， . Sp=Snldsl. 
推论 8.4 说 明 , 以 射 这 的 .t Pe 
在 (有 而 各 的 ?图形 的 而 积 ， 因此 杷 14 | 称 为 信 划 汪 术 1 的 于 名和 
数 。 , ， 


本 题 8. 了 
“来 下 衣食 射 溉 换购 不 加 点 。 
站 村 = 入 二 -YB . ， ， 
了 半生 
3 Eb 4 y+ 


2， 设 在 斑 珊 上 一 个 个 射 坐标 系 [Q;eiyes] 里 给 了 点 
AC—1.0), BOO,—1Y, CO-3,1) 有 和 AC,1), BC-1,3),. 
CC-2,4), 

《1 卜 把 点 0 ,BC ,0 ,E500 1 分别 灾 成 4 日 ,G 的 情 射 变换 
公式 ! 

C3) 还 把 点 Q,EEs 俏 如 变 或 4 BC 的 仿 射 变换 公式 

CG) 法 抬 上 4,C 分 而 变 成 4 2 7 的 鼻 射 变换 公式 。 

4， 求 把 三 条 南 线 ，* = 人 0， 一 =0，J=1 依次 变 成 3x 一 28 
3=0 > 一 1=0，4xr-y-9=0 的 全 射 变异 的 公式 。 

4 让 四 ， 佑 射 杰 换 


「 a 
XCoN — | iil ,. 


hb, 
y= snd) 下 geosf 
此 


3 


把 彬 图 2 + =1 安 谨 它 自身 ， 但 是 当 03-2Kkx 时， 此 糊 网 上 该 
人 不 动 点 。 


5。 给 了 估 射 变换 +: 


如 毕 作 仿 竺 举 标 变换 ， 


人 | ， 
恒 二 证 5 


求 开 在 新 坐 慰 系 中 的 公 趟 。 | 
6.。 如果- 条 症 线 与 它 在 个 射 灾 换 上 下 的 象 重合 ， 则 称 这 条 
均线 为 上 的 不 变 直 线 ， 求 干 迹 仿 射 变换 的 不 变 吉 线 。 
人 
y= 4X+2yT 4d, 
人 设 仿 射 变换 ’ 人 在 配 射 坐标 系 I 中 的 公式 为 
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[ =X+ 2 
y= + 3y, 

(1) 求 工 的 不 变 直 线 ; 

(2) 点 工 的 两 条 不 变 臣 线 为 新 伙 标 加 ， 求 * 在 新 的 鳃 射 坐标 
系 中 的 公式 。 

8.。 证 明 ， 加 果 一 个 念 射 甄 换 有 两 个 不 动 点 M 和 Me， 则 
直线 这 上 的 每 个 点 在 这 优 身 变换 下 不 变 ， 

9. 脖 口 害 平 面 上 一 个 定点 ， 平 面 上 一 个 点 变换 了 如 果 把 吃 
”各 持 不 变 ， 着 昨 使 平面 上 上 和 企 一 点 闻 变 成 对 ， 管 们 满足 
OM’ =KOM， 


其 中 帮 为 焉 的 常数 ， 则 称 了 是 同位 相似 (或 位 似 )， 称 口 为 位 似 中 
心 ， 称 无 为 位 似 有 系 数 ， 

(TI)》 适当 选取 坐标 系 ， 求 出 位 似 上 的 公式 ; 

C2) 证 明 位 概 是 仿 射 灾 换 ， 

《3 证 明 位 但 保持 角 诬 不 变 ; 

《4 证 明和 他 但 可 以 分 解 成 基 两 个 压缩 的 乘积 。 

10。 狩 仿 射 变换 


的 


人 = dX, 
3 = 2 
分 解 成 一 个 压缩 和 一 个 位 似 的 乘积 。 

11. 证 面 的 一 个 虑 变换 *， 如 时 使 得 对 应 线段 的 长 度 之 比 为 
一 个 正常 数 上 天， 则 称 * 为 相似 ， 称 天 为 相似 条 数 。 

《1) 证 明和 相似 保持 角度 不 变 ; 

《2》 证 明 相 疏 是 情 射 变换 

《3) 写 出 相似 在 一 个 直角 坐标 条 中 的 公式 ， 

(4) 证明 硼 似 可 以 分 解 成 一 个 正 交 变换 与 一 个 位 似 的 乘积 ; 

《5? 证 明 相似 保持 任意 两 条 线段 的 比值 不 变 。 

12， 设 平面 的 一 个 仿 射 灾 换 rf 使 班 线 1! 上 的 每 一 点 剖 不 变 ， 
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st 


设 +* 把 4, 了 分 别 变 到 4 ,83 ， 证 明 ， 

(1) 直线 AB 与 4B 或 阁 同 时 平行 于 1 ， 或 者 相 诡 于 上 上 
一 点: 

(2) 这 绕 有 有 AA 与 BB’ 彼此 平行 。 

I13， 对 于 第 12 题 中 的 T， 候 如 有 一 个 点 好 和 它 的 象 点 闻 的 
连 线 邓 邮 /81， 这 时 称 了 为 错 切 ， 称 1 为 错 切 轴 。 证 明 ， 在 适当 
选取 的 坊 射 坐标 条 里 ， 错 切 欧 公式 是 

人 =X%+ay, 
yy’ =, 
着 且 证 明 错 切 不 改变 图 形 的 面积 ， 
14. 证 明 ， 不 是 错 切 的 保持 一 直线 上 上 每 个 点 都 不 变 的 仿 射 
变换 是 一 个 科 芷 缩 ， 或 者 是 一 个 邦 压 缩 与 -个 反射 的 习 积 。 

15，, 求 保留 两 点 MG Mr 不 变 的 平面 仿 射 变换 
公式 。 

16。 设 在 斑 面 上 给 了 两 个 三 角形 4BC 和 DEF， 间 有 几 个 仿 
射 变换 把 A4BC 变 成 人 DEF? | 

17、 证 明 , 焉 面 上 任 给 两 个 起 角 标 架 工 和 工 , 都 在 在 哈 一 的 下 
变 变 换 把 工 变 友 工 。 

18。 设 和 ABC 的 AB,BC 过 长 分 别 为 9cm,6cm,， 人 ABC = 
30*， 设 仿 射 变换 7. 

人 = 2 十 多 十 1 
y=%— 4y+2 
把 4, 了 ,C 分 别 变 成 A',B' ,CGC ， 求 和信 4A'B'C! 的 面积 . 


$ 4 图 形 的 度量 性 质 和 仿 射 性 质 


本 剖 开 头 沼 指出 ， 了 研究 图 形 性 质 可 以 条 用 点 变 换 法 ， 即 ， 作 

一 个 点 变换 ， 把 一 个 图 形变 成 易 一 个 较 简单 的 图 形 C/ 。 所 谓 

一 全 点 变换 o 把 图 形 恕 变 成 07 ,是 指 0 引 起 了 CC 作为 点 的 集合 ) 
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到 C( 点 的 集合 ?的 -个 双 射 。 如 昌 e 把 图 形 C 变 成 C'， 人 出 C 和 
C 就 下 更 有 具有 在 o 上 不 这 的 那些 人 性质。 沪 此 本 衣 素 计 认 村 正 次 
变换 下 不 变 的 儿 和 柯 性 质 和 亲人 和 伪 射 变 的 下 不 灾 的 几何 性 质 。 
4.1 度量 性 质 和 优 射 性 质 

率 义 6.11 在 任意 正 交 变 挽 下 不 空 的 儿 何 性 质 ( 或 几何 是、 
几何 概念 ) 称 为 度量 性 质 ( 或 正 交 不 变量 、 度 量 概念 ); 在 尾 意 仿 
射 变 换 下 不 变 的 几何 性 质 ( 或 几何 最 、 儿 伍 构 仿 ) 称 为 优 射 性 质 
(或 优 射 亦 变 量 、 仿 射 概 念 ). 

因为 正 交 变换 都 是 仿 射 变换 ， 所 以 在 仿 射 变换 下 不 变 的 性 质 
在 正 交 变换 下 当然 也 不 变 ， 这 递 明 仿 射 性 质 ( 食 射 黎 念 、 仿 射 不 
室 量 ) 句 是 座 盟 手 质 (度量 概念 、 正 充 趟 变量 )。 但 是 度 之 ， 度 量 
性 质 术 一 定 是 仿 射 性 质 。 下 面 询 举 出 不 是 信 射 性 质 交 座 量 性 质 . 

诬 最 性 质 有 :加 重 起 ，@ 轴 对 称 。 

正 变 不 变革 有 : 四 点 之 则 的 唱 离 ， 轩 向 其 的 长 度 ; 团 两 
向 量 的 夹 角 ， 团 图 形 的 面积 ， 回 二 次 曲 线 S 的 ,12,1 (因为 
;12,1s 在 直角 坐 标 变 换 下 不 变 ， 而 正 变 点 变 换 公 式 与 交角 举 
标 襟 换 公 式 在 形式 上 一 样 ， 所 应 了 ,在 正 诡 点 变换 下 不 
变 )， 

旗 量 将 含有 ;， 中 距离 ( 民 谋 7);， 辕 角度 ， 地 面积 ; 多 对 称 
辅 。 

现在 来 看 哪些 性 质 是 优 射 性 质 。 . 

念 射 性 质 有 ;中 基线 ; 加 焉 行 : @ 相交 四 此 线 点 的 顺 
序 ; 多 中 心 对 科 ， : 

甘于 中 心 对 称号 仿 射 性 质 的 理由 ， 设 伟 射 变 虱 二 把 图 形 忆 痰 
成 C*'， 设 C 是 中 心 对 称 图 形 ， 共 对 称 中 心 为 O， 没 0 在 + 下 的 
象 电 O。 在 Cr' 上 任 取 一 点 P'， 它 的 原 象 P 在 C 上 ,因为 C 中 
心 对 称 ， 所 以 了 关于 点 的 对 称 点 8 在 C 上 . 设 0mQ’, 则 8’ 在 
C' 上 。 因 为 0 是 线 耻 PQ 的 中 点 ， 所 以 D' 是 线段 已 Q' 的 中 点 ， 
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图 6.4 
共 而 Q' 是 了 甘于 O07 的 对 称 点 ， 这 就 证 明了 : C 二 任 … 点 了’ 美 
于 OO’ 点 的 对 称 点 Q' 仍 在 C' 上， 因此 CI' 是 小心 对 称 图形 ， 其 对 
称 中 心 为 O'， 
念 射 不 变量 有 ， 人 名 其 线 三 点 的 简单 比值 ; 国 代数 基线 的 区 
数 . 
优 射 概念 有 ， 人 赴 者 线 ! 加 线段， 线段 的 中 点， 加 对 称 中 
心 ; 国 代数 有 曲线 ; 多 二 欢 曲 线 的 浙 近 方 耐 、 非 渐 近 方向 ;@ 二 
式 曲线 的 起 径 ， 回 中 心 漠 二 次 有 下 线 的 共 软 汗 径 ， 全 二 次 而 线 的 
切线 。 
* 关 于 二 次 曲线 的 渐 近 访 向 、 理 径 、 共 思 走 答 和 切 线 是 仿 射 
概 从 的 理由 ， 兴 曾 上 取 定 一 个 信 射 举 标 爱 ， 设 二 次 曲线 SS 的 方程 
的 二 欢 项 部 分 为 
oC DD )(). C8.21) 


rg 223 7 
其 中 mx , 妃 的 矩阵 简 记 作 4 
设 仿 射 谈 换 z 的 公式 为 


- 


(,,) “8 () + 人 (6 ,22) 
(,)=2 (); C6.23) 


设 + 把 二 次 曲线 S 变 让 8S ， 从 (5.25 应 解 出 (x, 坊 ， 再 代入 
到 C6,21) 中 可 求 得 35’ 的 方程 的 二 奖项 部 分 为 


则 二 的 公式 为 
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9 Ce 9) = ,BY AB( ,), 
i 


对 于 任 一 向 量 ?Cu, 共 ,， 设 了 把 v 变 成 vtu ,vu )， 则 有 


: 世 “ 妈 UY 
ou) = CB) AB) = LB )] 4(,) 
u . 
= C4 ( =eceo。 (6.24) 
06.2 和 说 上 明 ， 者 v(t, 仿 是 5 的 渐 江 放 向 ( 齐 渐 近 方 向 ), 则 v4， 
“是 S' 的 渐 近 方向 ( 非 渐 近 方向 )。 
因为 存 优 射 变换 了 了 下， 二 次 面 线 汪 的 蕊 谈 成 S 的 立 ， 有 的 
平行 芍 变 成 "的 平行 瑟 ， 人 的 茂 的 中 点 变 成 5 的 相应 张 的 中 
点 ， 所 以 如 果 工 是 S 的 次 径 ， 则 虐 在 下 的 象 疙 是 全 的 直径 。 
设 b,ts 是 SS 的 一 对 共 轿 查 径 (此 时 假设 人 S 是 中 心 型 曲线 )， 
这 让 的 方 身 为 vitwi, 妇 )， 由 于 共 罗 于 弹 的 方向 (ay， 所 以 
z 的 方程 据 C5.58) 为 ， 
Ca Aad YX + Caiod + Goeth YH + A + tof = 0, 
因 上 号 Wada = — {at + og01) KG + G1201), 
即 CUT + Galt + ed) + oat = 0 
设 t 把 在 变 成 ， 把 十 变 成 2187 .59)，f=1,2， 则 有 
在 一 GUITie tt dale 十 Holt) + oot to 
I 站 1 Ha . Hs 
= Ce (人 a )(,) = Cu 4 人 
= tas CUV + Hod) G21 (6.25) 
共 中 
lst i Ql Al2 
C397) A -6 2 小 
因为 (B- 9 4 48 是 3 的 方程 的 二 次 项 部 分 %' (x,y) 的 矩阵 ， 
所 下 allyaiayasz 是 各 的 方程 的 二 欧 项 系数 。 由 (6.25) 知 ,上 与 
玉 古 5 的 一 对 共 罗 柑 径 . 
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因为 浙 近 方向 、 齐 浙江 方向 是 仿 射 概 念 ， 卫 租 突 是 仿 射 性 
质 ， 所 以 一 葡 曲 线 的 切线 是 仿 射 疾 念 。 


4,2 变换 类 与 几何 学 

度量 性 质 是 亦 所 有 正 萄 变换 下 不 变 的 性 质 ， 因 8 比 带 要 来 讨论 
平面 的 所 有 正 变 变换 组成 的 集合 互 ， 从 正 变 变换 的 性 质 知 道 ， 吾 
有 下 波 性 质 ， 1 

CQ) 对 和 十 柱 意 0o,rEH， 有 ortE€H; 

C2) 后 等 变换 日 在 五 昌 * 

(3) 任 GE 五 ， 则 吕 可 通 ， 再 7E 瑟 。 

类 假 坦 ， 夺 面 上 所 厂 伪 射 变换 组 成 的 集合 也 有 这 三 条 性 质 ， 

定义 8,12 集合 S 到 自身 的 一 些 双 射 组成 的 集 全 如， 如 果 洞 
是 ， . 
《I) 对 于 任意 9,rEG， 都 有 orEG; 

(2) Es EU,; 
(3》 任意 gcEG， 有 cccGi 
则 称 6 是 朱 合 3 的 一 个 变换 群 ， 

于 是 ， 焉 而 的 所 有 无 交 变 换 组 成 的 集合 量 是 平面 的 一 个 怠 换 
群 ， 称 号 为 平面 的 正 交 变换 群 ， 平面 的 所 有 仿 射 变换 组 成 的 集合 
Ho 也是 平 四 的 一 个 发 换 和 铬 ， 称 豆 。 为 平面 的 仿 射 变换 群 . 

集合 到 自身 的 所 有 双 射 组 成 的 集 人 台 显 急 是 S 的 变换 群 ， 称 
它 为 5S 的 至 灾 换 群 。 : 

德国 数学 家 克 莱 轩 (F ,Klein) 在 1872 年 运用 变 换 群 的 思想 来 
区 分 各 种 儿 何 学 ， 他 提出 ， 每 一 种 几何 骨 古 研究 图 形 在 一 定 的 变 
换 群 下 不 认 的 性 质 ， 这 就 是 著名 的 朗 尔 衣 根 岗 倘 (Erlangen Pro- 
gram)。 于 是 ， 研 究 图 形 在 正 交 变换 群 下 不 变 的 性 质 ( 好 ， 度 量 性 
质 ) 的 几何 学 称 为 欧 几 里 得 几何 学 研究 图 形 在 仿 射 变换 群 下 不 
变 的 性 质 ( 即 优 射 性 质 ) 的 几何 学 称 为 仿 射 几 何 学 ， 
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4.5 ”图形 的 正 交 等 价 和 仿 射 等 价 


利川 记 给 的 空 换 群 可 以 礼 平 而 上 所 有 图 形 进 行 分 类 ， 

定义 6.15 不 面 上 的 图 形 C 和 Ca 称 为 正 实 等 价 ， 如 潜在 在 
一 个 正 弯 变换 9 把 C, 变 成 Cs， 记 作 忆 :一 Cs。 

正 磷 等 价 是 孚 而 上 图 形 之 间 的 一 禹 关系 ， 它 其 有 : 

41) 反 身 性 ， 即 任 - -图 形 C~C，( 几 为 6 把 Ce) 

《2) 对 称 性 ， 即 若 G3 ~ Ce， 则 CC 这 是 因 为 如果 正 变 
变换 ?把 Ci 变 成 Ca， 则 正 芝 变换 王 : 把 Ca 变 成 Cu 

《3》 传递 件 ， 即 苦 CC~Cs，Cs~ Ca， 则 Ci~C3， 这 感 因为 
如 果 正 奖 变 换 碟 把 Ci 变 成 Co， 入 变 变换 5 把 Cs 变 成 CC，， 则 
下 区 变换 tz 把 上 变 成 Ca。 

对 于 衬 记 上 每 个 图 形 C ， 所 有 与 C 正 交 等 价 的 图 彤 组 成 的 集 
合 记 作 [LC]， 称 [LOC 了 足 平 面 上 图 形 的 一 个 正 变 等 价 类 .这 样 ,平面 
上 的 所 在 图 形 镍 分 成 了 若干 全 正 变 等 价 类 ， 乞 们 上 共有 以 下 性 质 : 

《1 阁 C~D， 则 [CJ]=[D]J; 

C2》 不 面 王 但 个 图 形 属于 内 只 属 寸 … 个 下 交 等 价 类 ， 

C3》 向 一 正 挛 等 价 类 里 的 任意 两 个 图 形 必 正 交 等 价 ， 

《4) 不 同 正 党 等 价 类 里 的 两 个 图 形 不 正 迹 等 价 . 

证 明 (1) 任 Cie[c]， 即 ,CC 又 C~D， 所 以 C1~ 
,于 是 CELDPJ， 基 ， [CJSCLDj; 同 理 ， [DJCLCJ, 所 以 
[oj]= [D]。 | 

C2) 盏 而 上 任 取 一 个 图 形 CC 因为 Ci~C 所 以 CELC1j。 
概 如 EECoj， 则 ~Ca， 由 (的 知 、[LC3] = 上 [Cs]. 

《3) 车 CC ELC], 则 ~， Ce~C， 从 而 Ci~ Cs 

C4》 设 [CDI 夺 [DI, 设 CELCOIJ，D1E[Dj; 要 如 Ci~D， 
别 由 Ci~C, Di~D, Ci 一 已 林 推 出 C~D, 于 是 FC] = [LD], 
刁 已 知 了 矛盾 ， 所 以 CD 

饰 然 同 -个 正 实 等 价 类 苷 的 区 章 两 个 图 形 邦 是 于 迹 稀 价 的 ， 


224 


因此 闻 一 个 芷 变 等 价 类 里 的 网 形 的 共同 性 质 就 是 在 任意 正 迹 变换 
下 不 变 的 性 质 , 即 , 紫 量 性 质 。 这样 我 们 在 研究 图 形 如 的 度量 性 质 
有 时， 就 可 点 在 [CJ 里 拖 一 个 最 简单 的 图 形 来 硼 完 ， 这 就 是 研究 图 
形 的 正 变 分 类 的 日 的 。 

同样 地 ， 焉 而 的 仿 射 变 禾 群 把 平面 上 所 有 图 形 分 成 了 一 些 仿 
射 等 价 业 (简称 仿 射 类 7?。 同 一 个 优 射 类 下 的 任意 两 个 隔 形 是 仿 射 
作价 的 ， 不 同人 帖 射 类 里 的 两 个 图 形 足 不 仿 射 等 价 的 。 因 此 ， 间 一 - 
个 仿 射 类 里 图 形 的 共 向 性 质 就 是 仿 射 性 质 ， 我 们 在 研究 图 形 忆 的 
仿 射 性 质 时 ， 藏 让 以 在 C 所 属 的 坊 射 美里 挑 一 个 最 简单 的 图 形 来 
研究 。 

例 8.8 证 明 平 而 上 所 有 平行 四 迪 形 恰好 组 成 一 个 仿 射 类 。 

证 明 ” 取 一 个 平行 四 边 形 4BCDP， 企 到 一 个 平行 下 过 形 
EFGH, 因为 A,8,D 
不 此 线 ， 上 ,FF, 卫 也 不 
基线 ， 所 以 存在 瞧 一 的 


仿 射 受 换 5 把 4A,8,D DD C 

而 把 仿 射 标 架 1[A， A pg 
AB, AD] 成 I[E， 

EF, SEE 因 为 C 点 

的 工 瞧 标 是 人 11 ,所 忆 zC) 的 开 坐 标 为 (1.1?。 册 于 所 点 的 下 侍 
标 为 (1,1)， 因 此 rz(C) = G， 于 是 上 招 平行 四 边 形 4BCD 变 成 平 
行 四 边 形 BFGE， 即 误 BPGHE[D4BCD]。 由 于 和 任 一 仿 射 变 
换 把 平行 四 边 形迹 成 平行 四 边 形 ， 因 此 在 [ 串 4BCD] 里 只 有 平行 
四 边 形 。 


图 ,5 


习 题 6.4 
1， 证 明 :, 三 角形 的 中 线 、 重 心 都 是 伪 射 汪 念 ， 
2， 证 明 ， 三 角形 的 角 平 分 线 是 度量 艇 念 ， 


3.。 证 明 :。 “一 点 是 三 角形 内 部 的 点 ” 是 仿 射 性 质 ， 
4， 证 明 ， 平 而 绕 一 个 固定 点 转 90" ,180 ,279 的 三 个 旋转 
01;02 ,08 和 人 恒 等 变 换 5 组 成 一 个 变换 群 。 
5. 当 4 少 到 任意 不 全 为 雳 的 实数 时 ， 问 所 有 下 列 优 身 变 
组 成 的 集合 是否 成 为 一 个 变换 群 。 
x = xX- by, 
| 一 六 区 十 ay, 
6。 证 明 ;， 平面 上 所 有 保持 面 舟 不 变 的 仿 射 变换 构成 一 个 查 


7 证明， 两 个 三 角形 正 挛 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 全 


383. 证 明 ， 两 对 相交 直线 正 交 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 
夹 角 和 等 

9. 证 明 ， 人 和 任意 两 对 相 挛 直线 必然 仿 射 等 价 . 

I0. 证 明 ， 平 醒 上 所 有 兰 角形 价 好 组 成 一 个 仿 射 类 。 

11. 证 明 :， 平面 上 的 梯形 有 无 穷 多 个 优 射 类 ， 从 而 说 明 平 面 
土 的 四 边 形 有 无 穷 多 个 仿 射 类 。 


$5 二 次 曲线 的 正 交 分 类 和 仿 射 分 类 

平面 上 的 二 或 明 线 能 分 成 多 少 个 正 灾 著 价 奖 ? 多 少 个 仿 射 
类 ? 

在 第 五 过 8 里 我 们 已 经 知道 平面 上 的 二 歌曲 线 有 九 种 ,它们 
是 ， 精 圆 ， 厅 柄 贺 ， 一 个 虚 ， 避 则 线 ， 一 对 相 灾 直线 ， 抽 移 线 ， 
一 对 平行 直线 ， 一 对 上 鹿 平 行 直线 ， 一 对 重合 直线 。 

现在 到 定 一 个 过 角 华 标 柔 [O;el ,esj。 

任 到 一 个 椭圆 ， 它 总 可 以 经 过 正 交 变换 ( 平 称 和 旋转 的 莱 积 ) 
变 成 中 心 在 谨 点 、 对 称 轴 为 坐标 轴 的 椭圆 ; 


2 2 
二 += 1 (6.267 
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再 作 优 射 变换 


EA = x, 
yr” = 


可 把 李 加 (5,2 他 变 成 圆心 在 原点 的 单位 轩 ，*+ 训 =1。 因 此 ， 
任 一 椭 加 与 国 心 在 原点 的 单位 贺 ( 记 作 C0) 仿 射 等 价 . 

类 接地 ， 任 一 虚 椭 国 与 碟 单 位 阅 空 + 下 = -1( 记 作 Cw) 仿 射 
等 价 ; 任 一 点 与 原点 如 + 六 = 0C 记 作 C3) 仿 射 等 价 ， 任 一 又 曲 线 
与 中 心 普 原点 的 等 轴 双 四 线 让 一 六 = 1( 记 作 C0) 仿 射 等 价 ， 任意 
一 对 相 变 玫 线 与 次 点 在 不 点 的 相交 次 线 站 一 态 = 0( 记 作 CD) 仿 身 
等 价 ， 

任 取 一 条 抛物 线 可 忆 经 过 正 交 变换 (平移 和 旋转 的 滋 积 ) 变 成 
顶点 在 原点 、 对 称 轴 为 x 轴 的 括 物 线 妇 = 2px， 再 作 仿 射 变换 

人 = 2pX, . 
y= 
可 以 变 成 拖 物 缆 亚 =x， 因 此 性 一 抛物 线 与 六 =x( 记 作 Ce) 念 射 
等 价 。 


攻 意 一 对 平行 直线 总 可 以 经 过 正 迹 变换 (平移 和 施 转 的 匀 积 ) 
变 成 平行 直线 内 = 2， 于 作 仿 射 变换 


| 二 区， 

:_ 1 

上 二 本 用 

可 以 变 成 乍 行 直线 严 =1， 因 此 任意 一 对 平行 直线 与 庆 = 区 记 作 
C2) 仿 射 图 价 。 类 伺 地 ， 和 任意 一 :对 膨 举 行走 绪 与 严 = -15 记 作 Ce) 
仿 射 等 价 ， 任意 一 对 重合 站 线 与 x 轴 ， 加 ， 纹 = 0C 记 作 CW) 仿 射 
等 价 . 


综 上 法 ， 汪 次 遇 线 至 密 有 九 个 仿 射 类 ， 它 们 是 
[Ci], 1 = 1 2 
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CG; 是 一 个 点 ， 由 于 仿 射 变换 把 一 个 点 变 成 一 个 点 , 因此 [C3] 
所 [CD， 话 3。 

Gs 是 一 对 重合 十 线 ， 田 于 协 射 变换 把 直线 变 成 直线 ， 因 此 
[CoC i9 

C1 是 一 对 和 下行 直线 ， 由 于 仿 射 变换 把 诗 行 志 线 变 成 平行 站 
线 ， 因 此 [C7g 硅 [Cig ie7， 

”由于 仿 射 变换 把 相交 将 线 变 成 相交 志 线 ， 因 此 [CJ 二 [Ci]， 
ta:5, 1 

Cs 是 抛物 线 ， 它 不 是 中 心 对 称 图 形 ， 而 CC 均 是 中 心 对 
称 图 形 ， 记 应 [CGej 太 CC1J,[CsJ。 双 最 然 [CeJ 夺 [Cs], [Ge]. 

C 是 圆 ，C 是 测 曲 线 ， 因 为 加 没有 渐 近 汶 向 ， 冯 曲线 有 渐 
近 兴 向， 所 琉 [C1I[G4J。 必 最 然 [C1J 二 [Cs],[Csj G4] 二 
[Cs] ,LCs], 

0, 是 椭圆 塑 则 线 ， 污 渐 近 方向 ， 而 Ce 是 抛物 型 曲线 ， 有 渐 
近 上 三 向 ， 所 以 FEC] 冯 [Ca]. 

上 渴 表 明 ， 兴 面 上 的 二 次 曲线 恰好 分 成 了 九 个 个 同 的 仿 射 

从 上 面 的 讨论 还 可 看 出 ， 平 而 上 所 有 二 次 曲线 分 成 无 穷 多 个 
正 交 应 价 类 ， 在 每 一 类 于 到 一 个 代表 ， 则 所 有 这 些 代表 是 

+ 
+ pz 


ba + x 


it 


三 1， 


ee 2px;, f=0, y= a, y=0, 
其 中 2,8,P 叮 以 取 尾 意 正 实数 . 

作为 二 “次 曲线 的 和 仿 射 分 类 的 应 用 ， 我 们 米 证 明 

定理 6.1] 平面 的 任 一 仿 射 变换 可 分 解 成 一 个 正 交 变换 与 
两 个 沙 豆 相 重 直 的 方向 的 压缩 ( 技 伸 ) 的 习 积 。 

证 明 若 虑 于 心 在 点 怠 的 单位 国名 ， 谈 仿 射 要 镍 了 把 C 灾 成 
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中 心 为 0 的 椭 加 如 。 在 C' 圭 取 长 畏 如 和 短 轴 上 态 ， 它 们 是 0 的 


图 让 .6 
一 对 共 辊 启 径 ， 于 是 它们 区 诛 象 ,ls 应 为 加 C 的 共 示 曾 径 ， 从 
而 五 与 已 重 交 。 设 二 与 C 交 二 4 ， 出 于 C 呈 单 舍 圆 ,所 以 1 
=1， i=1,2. 于 是 IF0)04:,04] 是 直角 标 架 。 谈 Ai 在 r 下 
的 梨 是 4 ， 则 4 是 着 与 C 的 交点 ， 因 此 9 不 上 上 D7 总 。z 把 
工 变 成 IF[000741 0 人 os 工人， o= 卫 人， 


荡 中 8 汉 分 别 旦 台 的 兵 、 短 下 办 ， 于 让 王 [O7;ei ,e4] 为 直角 标 
架 ， 因 此 存在 正 交 变换 o 把 工 变 成 三 ， 作 沿 方向 ei 向 着 站 续 匠 
的 压缩 拉 促 )T,， 共 压缩 系数 为 4, 则 Ti(e1)=aei=0’41, 
TCes) = 2, 于 是 志 把 亚 变 成 [OO A1 ,es]. 再 作 沿 方向 4 向 着 
直线 喜 的 压缩 ( 拉 伸 ?rs， 压 缩 系 数 为 了 ， 则 72 把 ED 307 41 ,es] 
莹 成 工 。 困 此 ，taria 把 工 变 成 了， 从 而 T= Tria。 

利用 二 区 曲线 移 仿 射 分 类 ， 可 以 解决 本 章 开始 时 提出 的 问 
题 . 

例 6.9 证 明 ， 梢 圆 的 任意 一 对 北 录 将 径 把 椭 间 分 成 四 块 面 
积 相 等 的 部 分 。 

证 明 ” 任 给 一 个 猜 园 C， 任 取 它 的 一 对 共 轿 得 和 公 瑟 和 号 。 因 
为 狂 加 和 图 心 在 原点 的 单位 男 Ci 在 同一 个 仿 射 类 ， 所 以 存在 一 
个 仿 射 变换 z 把 它 变 成 Ci，。 册 于 共 弱 配 径 是 仿 射 构 念 ， 因 此 5 把 
5 各 变 成 如 的 一 对 砍 斩 雪 答 疙 和 六 。 设 已 级 二 和 瑟 分 成 的 
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四 块 是 CHO,CD ,CS CC 中 ， 设 局 被 上 和 天 分 成 的 相应 四 块 
是 [和 则 最 然 T 把 CD 恋 成 Cr ) 证 一 1,2,3,4., 
因为 圆 0 的 共 声 直径 车 相 惟 雷 ， 所 以 C2?,C 名 ,C49,049 的 面积 
祖 和 给， 由 于 CI 与 CO 的 面积 之 比 等 于 7 的 变 积 系数 ，i=1,2， 
3,4， 所 以 CC 中 ,0G 中 ,CG 9 ,C9 的 面积 也 相等 。 


习 题 6.5 


1， 证 明 长 平 轴 为 < 、 短 华 销 为 上 的 椭 区 的 面积 是 rap 

2. 证 明 ， 以 椭圆 的 一 对 共 斩 中 径 为 过 的 平行 四 边 形 的 面积 
是 一 个 常数 。 

3。 证 明 ， 精 加 的 过 共 连 想 径 与 情 圆 的 迹 点 的 团 线 炮 成 的 平 
行 四边 形 的 面积 是 一 个 常数 。 

4. 讲 明 ， 梯 贺 的 性 一 外 切 平行 四 边 形 的 两 筑 对 角 线 所 在 的 
直线 足 梢 圆 的 -- 对 共 罗 直径 

s。 征明， 以 补 加 

re 

的 尾 意 一 对 共 罗 本 径 和 椭圆 的 伙 点 为 顶点 的 下 行 四 边 形 的 面积 都 
等 于 2ab, 

6。 证明， 所 有 内 接 计 椭圆 的 四 边 形 中 间 ， 面 积 最 大 的 是 坟 
一 对 站 斩 直 和 爸 和 粮 回 的 变 点 为 顶点 的 平行 上 四边形。 

7. 和 性 结 一 个 三 角形 A8C， 投了 ,EB ,分 别 是 8,BC， CA 
的 中 点 。 证 明 ， 存 在 一 个 梢 国 ， 它 与 A4BC 的 三 边 分 划 相 切 于 
了 ,EB,F; 三 且 求 出 这 个 精 贺 的 面积 与 人 4BC 的 面积 的 比值 。 

8. 能 其 在 棋 圆 里 作 一 个 内 接生 角形 ， 使 得 过 它 的 每 个 顶点 . 
的 切线 邯 与 对 边 平行 ?9 如 果 椭 圆 的 长 、 短 侍 轴 分 别 繁 于 2 各 ， 
这 个 三 角形 的 面积 等 于 什么 ? 

9.。 证 明 ， 内 切 于 一 个 平行 四 边 形 的 二 炎 曲 线 必 基 中心 型 二 
次 曲线 ， 且 共 中 心 就 是 平行 四 边 形 的 对 称 中 心 ， 
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10. 证 明 ， 双 曲线 的 团 线 和 它 的 浙 近 线 确定 的 三 角形 的 面积 
是 一 个 常数 ， 

11, 证 明 ， 双 曲线 两 条 渐 近 线 之 问 的 切线 线段 被 急 点 等 分 

*12， 和 证明， 相似 变换 把 任意 一 个 辕 变 成 圆 . 

*13、 证 明 ， 如 果 乎 面 的 优 射 变换 将 一 个 辆 变 成 它 自 身 ， 
则 = 是 正 记 变换 。 


$6 空间 的 正 交 变换 和 仿 射 变换 


定义 6.14 侄 间 的 一 个 点 变换 9， 如 果 它 在 一 个 直角 奉 标 和 柔 
中 的 公式 为 


和 di ds {la % [31 . 
gr |=| aa aaa Gas 了 I+) az |; (6.27) 
3 sl dae tag {is 


其 中 系数 算 隆 A= (of 是正 交 撼 阵 ， 则 称 9 是 空间 的 正 交 (点) 
变换 。 

此 定义 与 直角 维 标 系 的 透 择 无 关 . 

例 6.10 宏 间 中 由 向 量 Caiyaa,as) 确 定 的 平移 是 空间 的 正 
交 变 换 ， 它 在 给 定 的 直角 坐标 条 中 的 公式 为 


区 x 如 1 
世 - vy H Ca (6.28) 
Ei 各 如 3 


例 6.11 空 问 中 所 太 点 绕 一 条 定 直 线 工 的 旋转 是 空间 的 正 讼 
变换 ， 理 山 如 下 ， 以 让 为 # 轴 建站 砷 角 坐 标 过 [5O;ei,e2 ,8]。 
广 旋 转 的 角 座 为 8,， 设 ei 转角 后 亚 威 e4，i=1,2。 于 是 
开 [O;e1 ,e2,e3] 地 是 直角 标 架 ,并且 易 看 月 工 到 开 的 过 波 秆 降 是 

cos 一 sinb 0 
A -| sing Cos 有 0 


9 0 1 
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设 空间 中 任 一 点 P(x,y,z) 在 旋转 下 的 象 为 了 Cx’,y' ,xz’)， 显 然 
2 的 开 举 标 等 于 王 的 工具 标 (x,y 的， 对 已 :点 开明 角 至 标 变换 公 


起 得 
Xx" cos 有 — sing 咎 x 
Oi CUS0 站 《293》 
是/ 由 0 T 名 


《6.29) 也 帮 示 了 了 和 它 的 象 忆 的 工 坐标 之 癌 的 其 系 ,因此 这 足 所 
给 旋转 在 工 中 的 公式 ， 册 于 它 的 系数 矩阵 足下 人 殴 第 阵 ， 所 以 窗 阁 
绕 定 直线 的 许 园 症 正 灾变 换 ， 这 杀 定 直线 称 为 转轴 。 
例 6.12 案 问 对 于 一 个 平面 未 的 区 射 〈 称 为 销 画 反射 ) 就 是 

把 每 一 点 变 到 它 对 于 这 个 平面 的 对 称 点 ， 达 是 正 歼 变换。 理由 
是 ， 我们 可 以 取 平面 下 为 xOy 面 建 郝 一 个 直角 航标 系 ， 则 作 一 点 
PC ,Jy,2) 对 于 x05 面 的 对 称 点 王 2 ,5,2 个 为 

"=X 

y” = 《6 .307 


x 
= 
2 = 


《6.30) 的 系数 簿 阵 是 正 突 短 阵 ， 因 此 ， 钱 而 反射 鲈 正 交 变换 ， 

空 条 的 正 交 变换 有 下 列 性 质 ， 

C1) 保持 点 之 问 的 看 离 丰 变 ， 

C2) 两 个 正 窑 变换 的 乘积 食 是 正 变 变 换 ! 

《3) . 恒 缮 变换 是 正 交 变换 ; 

C4) 正 诡 弄 换 是 可 道 的 ， 帮 了 且 它 的 道 变 换 册 是 正 交 变换 ; 

C5》 把 平 语 变 成 于 面 ; 

C6》 把 平行 平面 变 成 平行 平面 

《7) 把 相交 平面 变 成 相 变 平面 

C8) 把 直线 变 成 直线 ; 

C9) 把 线 算 变 成 线 股 ， 生 保持 线 算 的 分 比 不 变 ; 

《10) 把 孚 行 刘 线 变 成 平行 站 线 ; 

(11》 室 包 的 正 变 点 变 痪 ac 引起 了 密 间 的 一 个 正 变 克 量 变 换 
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5 设 m= PO, 则 5(m): 二 PYO'， 共 中 P' =0(P), 0 =0(0), 
了 保持 向 匡 的 加 法 ， 保 皖 向 量 的 数 乘 ， 保 控 向 量 的 内 积 不 变 ， 保 
持 向 晤 和 的 长 府 不 实 ， 避 持 向 量 的 类 角 不 ， 

《12) 宏 间 的 正 变 变换 把 任 总 一 个 直角 标 架 工 变 成 直角 标 架 
T， 且 和 任 一 点 了 的 I 工 玲 标 等 于 它 航 象 P' 的 卫 沧 标 ; 

C13) 点 商 个 正 挛 变 换 对 于 同一 个 直角 标 架 的 作用 相同 , 则 它 
们 相等 。 

定义 6.,15 空间 的 正 交 变换 c， 和 莫 它 在 直角 坐标 系 中 的 公式 
的 系数 矩阵 妥 的 行列 式 | 有 A4|= +1， 则 称 0 为 第 一 类 的 ;车 |4| = 
~ 1， 则 称 * 十 第 二 类 的 。 

* 命 题 6.1 若是 第 一 类 正 交 变换 ， 且 它 保 持原 点 怠 不 动 ， 
则 5 必定 是 线 过 原点 的 茶 一 条 定 态 线 的 诈 转 . 

**# 证 明 ”因为 o 保持 原点 不 动 ， 所 以 0 在 雪 角 级 标 系 工 中 的 


xX" 其 


鞭 中 各 是 正 窗 矩阵 ， 且 14| = +1。 山 于 A 是 3 级 簿 阵 , 四 此 1 是 
是 的 特征 乱 。 由 于 正 效 此 阵 的 特征 多 项 式 的 根 的 横 芋 于 1 ， 因 上 毕 
可 以 设 4 的 特征 多 项 式 的 另 两 个 根 为 cosg + ising。 于 是 存在 一 个 
正 突 短 阵 了 使 得 
cas 一 sin 各 
re sing cosg op ) 
0 站 1 
取 另 一 个 直角 标 架 贡 ， 使 工 的 原点 食 为 如 ， 有 旦 工 到 开 的 过 滤 
第 阵 为 地， 归 工 到 工 的 点 的 紫 标 变换 公式 鸭 


ud 


et 
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其 中 (到 , 阳 ,2) 是 点 (< ,8,2) 在 开 中 的 坐标 于 是 0 在 了 中 的 公式 为 
Ea EE 
"| ¥! | 区 
Ed 到 
b cosg 一 siag 站 名 
| pi jl | sin 他 cosl 0 】 所 
Ei 0 0 1 总 


由 此 看 出 ，0 是 线 荆 的 3 轴 的 旋转 ， 转 角 为 0, 

+ 命题 6.2 ”若是 第 二 类 正 交 变换 ， 且 保持 原点 口 不 动 ， 则 
0 必 为 一 个 镜面 反射 ， 或 者 为 一 个 镜面 反射 与 一 个 绕 定 直线 的 旋 
转 的 乘积 。 

证 明 与 命题 6.1 的 证 明 类 似 ， 只 需 注 意 : 因为 |4|= -1 所 
灸 -1 是 各 的 蛙 征 伸 。 

由 正 交 变换 的 性 质 人 32) ,C3),({4) 知 ， 空 间 的 所 有 正 交 变换 组 
成 一 个 变换 群 。 

定义 6,18 空间 的 一 个 点 变换 fr， 如 果 它 在 一 个 居 射 坐标 条 


中 的 公式 为 
x 区 al 
A s 
Ey \2 ds | 


其 中 系数 矩阵 刀 为 非 背 异 的 ， 则 称 7 是 空间 的 仿 射 (点 ) 恋 换 。. 
此 定义 与 仿 射 华 标 对 的 选 炎 无 闫 。 
空间 的 仿 身 变换 的 人 性质 有 ; 
《1) 两 个 仿 射 变换 的 乘积 份 是 仿 射 变换 
《2) 恒 竺 变换 是 仿 射 变换 ， 
《3) 仿 射 变换 是 可 道 的 ， 且 它 的 逆 变 换 是 仿 射 变换 ， 
C4) 把 平面 变 成 平面 ; 
《5) 把 平行 平面 变 成 平行 平面 
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《6) 把 相 迹 平面 变 成 相 训 平面; 

《7) 把 让 线 变 成 直线 ; 

《8) 保持 共 线 三 点 的 简单 比值 个 变 ， 

9》 把 线段 变 成 线段 ， 

C10) 把 平行 焉 线 变 成 平行 直线 

《11》 宏 间 的 估 射 虚 变 换 7 引起 了 空间 一 个 念 射 向 量变 换 ， 
并 且 了 和 哥 持 向 量 的 加 法 ， 保 持 疝 量 的 数 弱 3 

C12》 把 任意 一 个 个 射 标 架 工 变 成 优 射 标 加 于 , 且 任 一 点 三 的 
I 坐标 等 于 华 的 象 P' 的 本 坐标 

C13》 车 两 个 仿 射 变换 在 同一 个 仿 射 标 架 上 的 作用 相同 , 则 它 
有 相符 ， 

定理 6.T2 窜 间 中 任 给 亩 组 不 共 面 的 四 点 4 ,4s,42, 4 和 
B,,B,,Bs,B,， 必 然 存 在 唯一 的 仿 射 变换 把 A; 变 成 Bi,i=1,2， 
3,4。 

证 聘 方 法 与 定理 6.9 类似 ， 

定理 8.13 设 空间 的 仿 射 变换 = 在 仿 射 公 标 落 工 中 的 公式 为 
C6.31) ,对 于 崇 间 中 任意 兰 个 不 共 曾 的 向 量 ae ,说 沁 们 在 衬 下 
的 象 分 别 是 a ,8 ,ec ， 则 有 


证 明 设 r 把 仿 射 标 架 I[O3e1,ezses] 变 成 [O35e1,es ,es]， 


| ' 胃 下 的 公式 C6,31) 得 ， 1 的 工 译 标 为 (aii Opi dd) :t=1,2,3, 因 


此 
ei Xe2ee 二 | 凡 |elXeosess 
设 a ,b,c 的 I 稚 标 分 别 汶 CX1 31 521) xza 加 :22) xs ys zs) 
则 a’ ,8 ,ce’ 的 荆 华 慰 也 分 别 是 这 些 。 于 是 
XI Xe Xa 
e1 X e2v*e@3， 


rp Vl Va Va 


,HI By 2y 
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XL Na Xs 
V1 Va ya 
ZB1 Ha Ya 


axbc= EX Cor eg, 


所 以 
qa’ xbive’ elxeieeh_ 
“gxbe © eix eeey 1 
易 知 仿 射 变换 rt 的 公式 中 的 系数 些 阵 的 行列 式 与 坐标 系 的 选 
择 无 关 ， 因 此 可 以 称 |4| 是 上 的 行列 式 ， 记 作 4.。 
定理 6.13 表 明 , 空 间 的 一 个 仿 射 变换 Tr 按 闻 -比值 4; 改 并 性 
意 闪 行 坟 面 体 的 定向 体积 ， 从 而 它 按 同 一 比值 |d; | 改变 空间 中 全 
意 区 域 的 体 和 !。 
刘 仿 射 变换 的 性 质 Q) ,C2) ,C3) 知 ， 空 癌 市 所 有 全 射 变换 组 
成 一 个 变换 群 。 


习 题 6.6 


1。 证 明 下 述 密 间 的 点 变换 是 第 一 类 正 交 变换 ， 并 且 求 转 
轴 。 


i :ro 2 一 一 + 
| * 3 vy 3 了 
/VI VE 
1 + 
' 2 2 
i 1 y+- 4 2， 


2。 在 直角 坐标 系 中 , 求 出 把 点 (0 ,0,0) ,C0,1,0) , (0,0,1) 分 
别 变 成 点 C0,0,0) ,C0,0,1) ,C1 ,0, 人 0) 的 正 变 变换 公式 。 
3。 在 币 角 级 标 系 中 ， 求 出 使 原点 不 动 ， 并 且 把 轴 变 成 直 


x 


: 一 了 二 页 
线 - = 上 的 正 交 变换 公式 ， 


4. 设 o 症 密 间 的 第 一 类 正 变 变 换 ， 证 明 :; 对 于 襟 间 的 任意 
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湖 个 向 量 mypa ,有 

(1) DN 可 (pa = De D2 

(2) TUN XT = TD pa) 

5。 建立 把 点 C0,0,0),《1,0,0) ,C0,1,0),《0,0,1) 分 别 变 为 
碟 (1 1 Xs 的 仿 射 变换 从 
式 。 

6 求 加 在 仿 射 变换 

X11 
y= 二 1， 
中 一 一 总 一 2， 

下 ， 誉 标 平面 X03 所 变 成 的 平面 。 

7. 求 保 持 x0y 面 上 从 -点 爷 不 动 的 一 切 仿 射 变 换 。 

8， 证明， 如果. 个 优 身 变换 有 三 个 不 壮 线 的 不 动 点 ， 则 这 
王 点 所 确定 的 汶 面 上 的 每 一 点 邦 是 不 动 点 ; 又 如 果 这 个 仿 射 变换 
有 四 个 不 共 面 的 不 动 点 ， 则 它 是 恒 锋 变换 ， 

9， 求 密 间 的 仿 射 变换 ， 已 知 

《1) 玫 面 x*+ytz=1 上 和 伍 个 点 都 是 不 动 点 ， 市 点 (1 ;一 1,2) 
变 成 点 (2 ,1 ,0); 

(2) 直线 * 汪 = 闻 = 3 上 外 个 点 郁 是 不 动 点 ,市 点 (0,0,0) 
和 (1,0,0) 据 变 ， 

C3) 保持 平面 x+3y-1=0:y+3=0x+2s+l=0 都 不 变 ， 而 
点 (0,0,1) 变 成 点 (1,] ,1) 。 

10。 求 椭 球 面 


罩 蕊 的 区 域 的 体积 。 
*]1， 不 用 命题 6,1， 证 明 第 一 类 正 匡 变 摸 口 至 少 有 现 个 不 
动 点 ， 
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第 七 章 “” 射 影 平 面 和 它 的 庙 影 变换 


迄 仿 为止, 我 们 介绍 了 解析 几何 的 主要 研究 方法 ， 奉 标 小 ,向 
量 法 ， 上 坐标 变换 法 总 及 点 变换 《〈 正 变 变 换 和 乱 射 变换 ) 法 ,并 且 
利用 这 些 方法 研究 了 一 些 图 形 的 度 昌 性 质 和 仿 射 性 质 。 疡 和 有 这 些 
都 是 在 普 道 的 欧 儿 于 得 沦 间 (或 及 而 进行 的 。 

在 七 ` 章 我 们 看 到 平 商 的 仿 身 变换 的 重要 特性 是 ， 把 共 线 的 
三 点 变 成 其 线 的 三 点 。 在 实际 生活 中 我 们 还 会 遇 到 更 -- 般 的 从 一 
个 丕 曾 到 另 一 个 平面 的 保持 点 的 共 线 关 采 不 变 的 映射 。 辟 如 ， 航 
堂 摄 影 时 我 们 要 把 地 面 ( 根 定 是 平 的 ) 上 的 景物 报到 底片 上 ， 这 
可 以 着 成 是 地 面 zo 到 底片 下 的 一 种 悍 持 点 的 共 线 关系 不 变 的 喘 
射 。 如 果 to 和 ti 军 行 ， 则 上 一 鸽 讲 的 平面 的 仿 射 变换 的 理论 可 
以 完全 照搬 到 这 种 映射 上 。 但 是 ， 山 于 飞机 在 飞行 时 的 二 和 著 ， 所 
以 装 在 飞机 于 的 摄影 机 的 镜头 一 般 地 说 不 总 正好 锁 塌 地 对 着 大 
地 ， 有 从 而 底片 二 二 地 面 Th 不 村 行 ， 这 种 情形 如 图 7 ,1 所 示 , 即 ， 


图 7.1 
ro 和 ri 是 湖 个 相 变 平面 ， 口 是 不 在 这 两 个 平面 上 的 点 。 将 平面 
mm 上 的 虚 呈 变 成 平面 郝 : 与 直线 OP 的 交点 了 ' 的 法 则 称 为 平 商 而 
到 呈 上 以 口 为 找 影 中 心 的 中 心 投影 。 显然 ， 在 中 心 投影 下 ,点 的 
共 线 甘 系 仍然 是 架 排 的， 但 是 ，z 上 上 的 点 邓 如 果 使 得 OA fT 
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则 并 在 r; 上 没有 象 ， 同样 地 ，r: 上 的 点 六 和 如果 使 得 ON 1 ro， 则 
N 在 To 上 没有 原 象 。、 为 了 弥补 这 些 航 只， 使 中 心 扫 影 成 为 时 射 ， 
并 且 为 双 射 ， 就 需要 在 平面 zi 上 涨 加 一 些 新 的 点 ， 使 得 ro 上 对 
这 样 的 点 《它们 形成 -条 直线 ) 都 有 象 ! 而 在 平面 Xx。 上 也 漆 加 
-- 些 新 的 点 ， 使 得 fi 上 上 六 这 样 的 点 〈 它 们 也 形成 一 条 直线 ?都 有 
原 象 。 这 样 的 诱 补 就 形成 了 射影 平面 的 概念 。 

这 一 剖 就 是 研究 身影 平河， 研究 射影 平面 到 自身 〈 或 者 到 另 
一 个 射影 衬 面 )》 的 其 有 保持 点 的 具 线 关系 不 变 的 特性 的 映射 ， 称 
之 为 射影 变换 或 老 射 影 映 射 》; 以 及 研究 射影 守 面 上 的 一 次 曲 
绕 和 二 次 曲线 ， 即 ， 一 次 和 二 次 由 线 的 射影 理论 。 


1 射影 平面 ， 齐 次 坐标 


| 1,1 中 心 为 的 把 与 扩大 的 欧 几 里 得 平面 

本 司 的 开头 我 们 诽 到 为 了 使 中 心 抄 影 成 为 双 射 喜 应 当 在 欧 几 
里 得 玉 面 上 添加 一 些 新 移 点 。 为 了 进行 这 项 添补 工作 ， 我 们 再 仔 
细 考 绪 一 下 中 心 抄 影 的 了 过程， 为 此 我 们 先 引 进 一 些 基 本 定义 。 

我 们 知道 ， 基 本 的 几何 元 素 是 点 、 户 线 和 平面 ， 一 般 的 图 形 
邦 是 由 这 些 臣 术 元 素 按 照 一 定 的 美 系 组 成 的 。 它 们 之 间 最 简单 的 
潜 系 是 位 置 关 系 ， 辟 如， 一 点 在 一 直线 上 ， 一 直线 经 过 一 点 ， 一 
平面 经 过 一 让 线 等 。 为 了 简单 让 见 ， 这 种 关系 我 们 将 统一 地 用 
关联” 米 表示 。 辟 如， 点 了 在 直线! 上， 就 说 点 了 与 直线 1 关 
联 ， 着 线 工 经 过 点 卫 ， 就 说 直线 与 点 卫 关 联 ， 显 然 “ 尖 联 ” 关 
么 是 对 称 的 ， 即 ， 警 如 车 点 了 与 次 线 ! 关联 ， 则 必然 有 直线 1 与 
点 了 关联 ，。 

我 们 现在 不 考 虚 还 湛 、 角 度 、 面 积 以 及 平行 等 这 些 北 较 复杂 
的 麻 量 性 质 和 仿 射 性 质 ， 而 只 游 虑 基本 元 素 之 问 最 简单 的 位 苇 关 
双 ; “ 美 联 ”。 用 这 样 的 观点 来 看 一 个 平面 x， 那 就 是 只 考 虚 与 
此 平面 关联 的 元 素 , 即 ,我们 看 到 的 就 是 ， 记 有 与 焉 面 下 关联 的 点 
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卫 和 间 线 上 。 这样, 平面 Tt 就 币 看 成 一 些 点 和 道 线 的 集合 ， 记 作 
=[LP ,由 用 同样 的 观点 来 看 点 0 , 那 末 我 们 看 到 的 就 是 ， 所 有 
与 点 口 关联 的 平面 4 和 直线 P。 今 后 我 们 将 与 一 个 点 D 关联 的 所 
有 第 面 和 官 线 组 成 的 集合 称 为 中 心 为 的 把 ， 仍 川 与 点 同样 的 符 
号 0 来 胡 示 这 个 把 ， 关 且 . 记 作 0 =[4,p]j， 
现在 我 们 污 这 个 观点 来 考 移 中. 局 搁 影 的 过 程 诗 ， 厌 发 现 把 与 平 
面 之 间 在 在 着 简单 而 且 自 然 的 对 应 甘 对 。 设 点 口 不 在 于 IE 下 上 ， 
则 平面 工 上 的 每 个 点 己 决定 把 口 的 - -条 枉 线 OP; 不 面 下 上 的 往 
和 直线 上 决定 把 口 的 一 个 平面 ， 即 ， 点 口 与 直线 所 确定 的 下 
面 ， 记 作 0!， 这样 就 得 到 从 平面 直到 把 的 一 个 对 应 美 系 ， 称 为 
FT 在 把 口上 的 射影 ， 并 记 作 
如 [ 卫 门 =LOP,OD。 
奖 似 地 ， 反 过 求 失 把 怠 到 下 钵 世 也 有 一 个 对 应 和 关系 : 把 口 的 平面 
4 与 平面 开奖 于 一 条 直线 ， 这 条 直线 用 地 4 表示 ， 把 上 的 直线 P 
上 忆 平 二 下 奕 于 一 个 点 ， 这 个 点 用 7p 中 示 ， 我 们 将 这 个 对 应 美 邓 称 
为 把 人 在 乎 放 7 上 的 截 影 ， 拳 记 作 
[p= [7 Tp] 
容易 看 用 ， 经 过 射 形 和 堆 影 ， “关联 ”关系 是 在 改变 的 ， 这 
个 率 实 其 有 基本 的 重 引 意义 ， 
现在 我 们 酒 出 ,中 心 搜 影 可 以 分 艇 成 为 射影 和 蕉 影 丁 个 少 又 : 
从 平面 To 到 平面 上 以 点 口 为 找 影 中 心 的 中 心 投影 实际 寺 就 是 
No 在 把 OO 上 的 射影 与 把 口 在 x 上 的 截 影 的 复合 ( 滋 积 )。 图 7.1 
中 ，Ffo 上 的 点 好 在 中 心 搜 影 下 诊 和 有 象 ， 这 是 因为 把 0 的 直线 OM 
在 蕉 影 下 没有 和 架 ; Tz 上 的 点 NN 在 中 心 近 有 影 下 注 有 原 象 ， 这 是 因为 
把 人 的 光线 ON 在 射 影 下 没有 原 象 ， 为 什么 把 中 有 的 直线 在 截 
影 下 没有 象 ， 丰 的 本 线 下 射 下 没有 原 象 ， 共 原因 就 在 于 雁 几 里 
得 琅 面 的 结 掀 与 把 的 结构 是 不 同和 的， 弥补 这 一 - 马 陷 移 方 法 应 当 是 
以 把 作为 模型 来 将 欧 几 里 得 平面 训 及 扩充 。 
现在 我 们 就 以 把 0 作为 模型 来 扩充 欧 几 里 得 平面 ， 便 得 射影 
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有 1 巷 影 能 伺 成 为 它们 之 向 的 避 返 关联 洋 系 不 变 的 双 射 。 取 … 个 欧 
几 贡 得 惟 ! 生 元 o， 使 点 O 不 在 Xo 上 上 。 容易 看 出 ， 在 其 区 到 把 吕 的 射 
影 下 ， 把 口中 与 xxo 平行 的 平面 75 以 及 zx， 荆 的 每 茶 直 钱 寿 没有 
原 象 ; 证 在 从 拖 O 〇 到 m 的 蕉 影 下 ， 把 O 中 的 平 而 二 9 以 用 趣 5 二 的 
每 条 可 线 山 没有 架 。 为 了 傣 射 影 和 礁 影 都 成 为 妈 射 ， 就 应 当 在 x。 
上 加 进 一 条 站 线 求 和 把 0 的 平面 下 对应， 应 当 在 fo 上 加 进 一 些 点 
来 和 把 的 平面 x 上 的 直线 对 应 ， 市 卫 这 么 添加 了 了 新 的 元 素 ( 直 ， 
线 和 点 》 上 以 后 ， 应 该 使 射影 和 截 影 仍 保持 关联 关系 不 变 ”为 叱 梁 
取 刀 下 的 仿 充 上 方 小 ， 考 起 到 
To 于 的 每 一 条 雪线 工作 把 吕 
中 芍 灶 应 平面 01 与 x。s 有 
唯一 的 变 线 下 (地 图 7.2)， 
周 此 规定 在 To 的 集 一 瑟 攻 
线 工 上 加 进 叭 一 的 一 个 点 来 
与 世相 对 应 ， 这 个 点 称 为 无 
穷 远 点 。 出 十 To 上 于 行 的 
还 线 在 把 口中 的 对 永和 用 面 与 

元 5 的 安 纺 客 相同 ( 见 国 7.2) ， 
尚 和 二 不 平行 的 直线 在 把 口中 的 对 应 平面 与 地 0 的 变 线 都 不 同 ， 
因此 和 认定 za 上 上 有 行 的 直线 有 和 疗 的 无 穷 远 点 ， Te 上 不 平行 的 - 
疙 线 则 有 不 间 的 无 穷 远 点 。 最 后 为 了 与 把 汕 的 条 面 X75 对 应 ,我 
们 在 zo 土 还 要 加 进 -… 条 枉 线 作为 wo 与 5 的 交 线 ， 这 荣 相 线 称 
为 无 穷 远 砷 线 ， 本 是 无 穷 远 目 线 对 应 二 把 0 的 下面 x6， 上 申 于 汇 
绝 远 点 所 对 应 的 把 叫 的 直线 都 在 Xxs 上 、 因 此 规定 无 效 远 点 虱 丰 
碟 窗 远 西 线 上 。 

把 上 而 的 结果 总 结 一 下 : 对 于 欧 儿 里 得 平 六 To， 在 它 的 和 餐 一 

条 直线 上 万 进 了 一 个 无 深远 点 P。， 平 行 的 直线 有 相同 的 雹 和 远 

点 ， 不 平生 的 直线 有 不 同 疯 无 穷 远 点 〈 这 样 一 求 ， 与 每 个 无 交 远 

点 对 应 的 是 一 个 完全 确定 的 方向 ) 所 有 的 无 穷 过 点 组 成 一 条 无 

241 


穷 远 直 线 片 。 补 充 了 这 样 一 些 无 穷 远 点 和 一 条 无 穷 远 丰 线 的 欧 几 
里 得 平面 就 称 为 一 个 扩大 的 欧 几 里 得 平面 ， 简 称 为 扩大 的 欧 氏 平 
面 ， 记 作 元 

显然 ， 扩 大 的 欧 氏 平面 各 6 与 把 0 之 问 的 射影 和 蕉 影 就 都 成 
了 保持 关联 关系 不 变 的 冯 射 了 。 换 和 旬 话 说 ， 在 扩大 的 欧 寺 平面 元。 
与 把 局 之 间 看 在 一 个 一 一 对 应 ， 震 且 这 个 一 一 对 应 保持 关联 关系 
. 不 变 。 说 得 更 详细 一 点 就 是 ， 扩 大 的 欧 氏 平面 守 o 上 的 全 体 点 组 成 
的 集合 与 把 0 的 全 体 直 线 组 成 的 集合 存在 一 个 一 一 对 应 ，5#6 的 所 
有 得 绕组 成 的 集 含 与 把 吃 的 所 有 平面 组 成 前 集合 旬 存 在 一 个 一 一 
对 应 ， 状 旦 如 果 甩 o 上 的 点 了 与 直线 上 关联， 则 把 吃 中 跟 了 对 应 的 
直线 独 与 跟 ! 对 应 的 平面 关联 。 因 此 ， 有 其 我 们 其 考虑 基 检 几何 元 
卉 之 和 癌 的 关联 波 系 这 一 观点 来 看 ， 扩 大 的 欧 氏 平面 的 结 梅 与 把 的 
结构 在 本 质 上 号 一 立 的 。 由 此 我 们 抽象 出 射影 乍 面 的 概念 ， 


1.2 射影 平面 的 定义 和 几何 模型 

定义 7.1 由 两 类 分 别称 为 “点 ”和 “ 王 线 ”的 元 过 所 构成 
的 集合 8S， 如 果 在 其 中 的 “点 ”和 “直线 2 之 问 现 定 了 某 种 称 为 
“关联 的 美 系 ， 并 且 5 中 所 有 和 的 “点 ”和 所 有 “得 线 ”可 以 分 
中 与 欧 乓 宗 疝 中 一 全 把 加 的 所 有 直线 和 所 有 平面 建立 一 一 对 应 关 
系 ， 使 得 这 对 应 关系 保持 关联 笑 ， 则 称 为 射影 平面 。 

例 7?.1 欧 拒 室 间 中 把 @ 本 身 ， 如 果 称 其 中 的 直线 沪 “点 ”， 
称 其 中 的 斑 面 为 “ 苗 线 ”， 屠 么 它 就 是 一 个 射影 焉 面 。 并 旦 任意 
一 个 把 环 也 是 -一 个 射影 平面 ， 这 是 久 为 通过 于 移 可 以 在 把 研 与 把 
之 则 建立 一 -… 对 应 关系 ， 霸 号 这 种 对 应 保持 关联 狂 。 

例 7.2 扩大 的 欧 于 平面 7 是 一 个 射影 平面 。 

例 7,3 取 定 一 个 球面 ， 球 心 为 O， 将 球面 的 每 一 对 对 径 点 
《位 于 直 答 两 端的 一 对 点 ) 小 虑 一个“ 点”， 将 球面 的 每 一 个 大 
加 (球面 与 过 球 心 的 平面 的 交 线 ) 淖 成 一 条 “直线 ”， 如 果 一 对 
对 径 点 在 一 个 大 圆 上 ， 则 认 六 该 “点 ” 在 该 “直线 ”上 ， 这 祥 我 


242 


们 就 得 到 一 个 射影 平面 。 这 是 因为 ， 取 把 ， 把 〇 里 的 每 一 条 裤 
线 1 与 球面 有 了 两 个 变 虚 ， 即 为 球面 的 一 对 对 答 点 ， 由 于 将 它们 看 
成 一 个 “点 ” ， 因 此 对 应 于 这 个 “点 2 ， 把 0 里 的 登 个 平面 
与 球面 相交 于 一 个 火 国 ， 因 此 地 对 应 于 一 条 “直线 ”， 这 些 分 别 
是 一 一 对 应 ， 拜 且 若 ! 在 mT 上 ， 则 工 对 应 的 “点 ”在 zr 对 应 的 
“直线 ”上 ， 邯 这 个 对 应 保 撑 关联 性 。 因 此 ， 给 了 一 个 球面 ， 按 
照 上 述 解 释 后 就 成 为 一 个 射影 直面 ( 岂 民 ?7,3)。 

任意 两 个 射影 来 面 ， 由 于 它们 的 “点 ”、“ 读 线 ” 分 别 有 一 
一 对 应 关系 ， 且 这 种 对 应 保持 关联 性 ， 因 此 它们 的 有 关 “ 点 ”和 
“过 线 ” 的 关联 关系 力 面 的 性 质 足 相同 
的 ， 于 是 我 们 在 研究 这 方面 的 性 质 时 ， 就 
只 要 取 一 个 射影 斑 面 作为 代表 来 研究 就 可 
以 了 。 今 后 我 们 常 取 把 口 或 者 扩大 的 欧 开 
平面 5 作为 代 各 ， 这 是 因为 把 O 中 “点 ” 
和 “将 线 ”的 关联 关系 非常 直观 ， 并 且 册 
于 把 0 站 在 欧 氏 窄 间 中 ， 这 样 我 们 可 以 运 于 7 
用 酸 兵 窄 间 的 有 关 穆 识 来 研究 把 和 的 人 性质 ， 至 于 扩大 揭 欧 氏 下 
而 逐 世 于 它 是 由 欧 氏 下 而 扩充 前 得 到 的 ， 所 以 可 通过 和 来 解决 爽 
氏 平 面 上 的 一 些 问题 。 

现在 我 们 茂 利 帮 把 口 来 研究 射影 平面 二 点 与 直线 的 关联 关 
乘 ， 从 把 Q 看 ， 两 条 《不 向 的 ) 站 线 瞧 一 地 决定 一 个 通过 它们 的 
平面 ， 反 过 米 、 两 个 《不 同 的 ) 不 面 想 交 于 浴 一 的 一 条 直线 。 所 
以 ， 在 射影 平面 上 就 有 有 ， 

]。 两 个 点 必 与 唯一 的 一 条 章 线 关联 ! 

2， 两 条 直线 必 与 叭 一 的 一 个 点 关联 。 

现在 我 们 在 扩大 的 歌 起 盏 面 上 检验 -下 .上述 事实 。 

欧 碟 蔡 面 上 的 一 条 直线 (简称 为 欧 氏 次 线 ) 加 进 一 个 无 穷 远 点 
后 就 成 为 扩大 的 欧 氏 平面 上 的 一 条 直线 ， 这 样 的 由 线 称 为 护 头 的 
破 氏 和 平面 上 的 射影 直线 。 刀 上 所 了 进 ，fs 上 的 一 条 射影 埋 线 是 让 
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3 的 一 条 欧 氏 可 线 瞪 -确定 的 。 从 和 而 在 兄 " 的 至 体 射 影 直线 与 ro 
的 僵 休 直线 之 问 存在 一 个 一 一 对 应 关系 。 但 足 要 注意 3 上 除了 
射影 直线 外 ， 还 有 一 条 无 穷 远 和 直线， 

现在 来 看 区。 上 两 个 点 必 与 唯一 的 一 条 直线 关联 的 意义， 如 
果 这 两 个 点 都 是 ro 上 的 通常 点 ， 则 它们 决定 一 条 欧 乓 深 线 ， 从 
而 就 决定 了 一 条 射影 首 线 。 如 昌 这 两 个 点 中 的 一 个 是 通 当 点 ， 另 
-一 个 是 无 穷 远 点 ， 那 么 它们 也 让 定 - -条 欧 所 直线 《就 是 通过 这 个 
通常 点 面 与 给 定 的 光 劣 远 点 所 对 应 的 方向 平行 的 直线 )， 因 而 它 
们 也 就 决定 了 一 条 射影 直线 。 如 果 这 两 个 点 都 必死 穷 远 点 ， 则 它 
们 决定 了 上 叭 -的 -- 条 光 锚 远志 线 。 

再 洗 。 上 两 条 直线 必 与 唯一 的 一 个 点 关联 的 意义 :其 条 射 
影 让 线 充 于 一 个 通常 点 (如 果 它 们 对 应 的 两 条 欧 氏 直线 不 平行 ) 或 
者 迹 王 一 个 无 穷 远 点 (如 果 它 们 对 应 的 两 条 欧 瓜 直线 平 行 )55 一 条 
身影 直线 和 无 穷 远 四 线 迹 于 一 个 无 穷 远 虚 。 

由 此 可 见 ， 平 行 的 概念 在 射影 位 面 上 龙 没 有 意义 的 ， 国 为 射 
影 平 面 上 的 任意 小 条 直线 都 租 交 。 

射影 在 面 与 欧 氏 平面 还 有 一 些 不 同 之 处 例如， 射影 平面 上 上 
的 查 线 是 对 闭 的 ， 好 象 癌 阁 似 的 。 这 从 按照 把 的 模型 引进 无 穷 远 
点 的 规定 可 以 交 观 地 看 出 这 一 点 ， 考 虑 下。 上 两 个 通 当 点 在 一 条 
坎 线 上 上 沿 着 和 过 的 方向 跑 向 无 穷 远 ， 在 把 0 中 与 这 两 个 点 对 应 
的 两 条 首 线 将 帮 赵 于 把 中 与 志平 行 的 那 条 叭 一 的 直线 ， 这 说 明 
元 "上 两 个 点 在 一 条 吉 线 上 洛 着 机 反 的 方向 远离 时 将 达到 同一 个 无 
穷 远 点 。 叉 如， 在 欧 太 平 而 Xo。 上 ,一 条 直线 将 平面 分 成 两 部 份 ， 
但 是 射影 下 耐 过 于 的 一 条 直线 贴 不 能 分 制 射影 平面 ， 璧 如 在 多 0 
上 上 把 扰 穷 远 线 除 掉 ， 亦 即 除 兵 所 有 的 无 穷 远 点 ， 我 们 得 到 的 是 一 
个 欧 碟 平面 zo， 可 见 无 穹 远 线 并 没有 把 到 ,分 成 两 块 ， 由 于 从 把 
的 结 枸 上 和 看， 射影 平面 上 的 无 劣 远 线 与 其 它 介 线 友 无 杰 质 的 不 
同 ， 固 此， 有, 上 的 任 一 条 光线 都 不 能 把 元 ,分 成 两 块 . 
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1.5 点 的 齐 次 坐标 

解析 几何 的 基本 方法 生 坐 标 法 ， 央 此 日 然 会 想到 在 射影 于 曾 
土建 立 菜 种 坐标 蒜 ， 使 得 每 个 点 都 有 毕 标 。 上 以 前 所 讲 的 仿 射 化 
标 { 或 总 角 上 坐标) 只 能 才 示 射影 平面 有 上 的 通常 的 点 ， 不 能 者 未 
尤 穷 远 点 ， 因 此 ， 这 就 需要 把 坐标 的 峙 念 基 以 推广 ， 使 它 包 能 南 

束 扩 大 的 欧 兵 平 面 过 作为 射影 平面 的 代表 ， 为 了 给 列 s 上 的 
每 个 点 建立 坐标 ， 著 虞 到 丈 " 上 的 至 体 点 与 拒 口 中 的 至 体 坎 线 在 
射影 和 截 影 下 有 一 一 对 应 关系 ， 而 把 口中 的 三 条 直线 又 由 该 直线 
的 方向 完全 决定 ， 因 此 ， 和 骨 然 想到 下 直方 法 

定义 ?7.2 对 于 扩 头 的 葬 氏 平面 好， 在 To 上 取 一 个 仿 射 标 
架 [Ouyelyea 在 Fn 时 到 
一 点 0O， 合 6= 0001、 对 于 
亚 " 上 任意 一 点 总 ， 将 好 在 把 
9 中 所 对 应 的 站 线 上 的 任 一 
方 疝 前 量 品 在 宪 间 仿 射 标 架 
LOiek,egs,es] 下 的 坐标 

《riyxsxsy》 称 为 让 1M 在 
[oOisei，ez] 下 的 齐 次 优 射 坐 冉 7.4 
标 ， 简称 为 齐 次 坐标 。 

加 上 “和 济 次 ”两 个 字 的 康 因 是 ， 对 末尾 一 非 杖 实数 人 《4x1， 
Arz ,hxa) 后 (ziya xs) 家 未 把 台中 同一 条 总线 ,从而 它们 者 示 元 上 
的 傅 一 个 点 ， 留 此 ， 若 Ceoreyxi 是 型 "上 点 好 的 齐 次 坐标 ， 那 么 
(hxiyxeAxsighae0) 也 是 点 间 的 齐 次 从 标 。 这 说 明 : 7 上 上 的 每 
一 个 点 妆 的 齐 次 坐标 不 叭 一， 但 是 它们 上 成 化 饮 。 

如 果 Ksayxzyssy 怕 (ga 不 威 比例 ， 则 它们 表示 把 如 中 不 
同 的 直线 ， 从 币 它们 表示 如 上 不 同 的 点 ， 因 考 ， 郧 。 上 不 同 点 的 
济 攻 奉 标 不 成 比例 ， 
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总 然 ， 不 面 re 在 [O;e1,es,es] 中 的 方程 是 z=1、 于 是 向量 
vx XX) 与 To 平行 的 充分 必要 条 件 是 xs = 0。 册 于 上 湖沼 
点 轨 对 应 于 把 O 中 与 zo 相交 的 将 线 , 辐 此 它 的 次 次 维和 标 (x1,xy, 9) 
中 村 0。 由 于 无 净 远 虚 对 应 于 把 QO 中 与 zo 平行 的 站 线 ， 因 此 
无 穷 远 点 的 卉 次 坐标 必 形 如 (Xi,%z,0)， 其 中 X17 不 全 为 项 。 

现在 我 们 求 说 明 齐 次 坐 奈 与 仿 射 坐标 的 关系 。 设 点 邓 是 平面 
8 上 的 通常 点 ，(z, 殷 是 它 对 于 标 架 [O1181,es] 的 仿 射 至 标 ， 则 
OM 对 于 标 架 [0jeres,e] 的 坐标 就 是 (*,y 1)， 二 是 点 M 的 章 坎 
仅 标 (zi ,x2,X8) 与 (x;5,1) 成 比例 


《Xi ye Ya) = X,Y,1), 
其 中 4 夺 0。 人 了 从而 得 


x 点 

1 2 

es -sy di = 一 四 
Xa Xs 


其 中 Xs 二 0. 因 此 ， 通 常 点 的 章 次 维 标 和 仿 射 坐标 可 以 王 相 确定 。 
现在 考虑 TY。 上 的 无 旁 远 点 Ps。， 设 它 的 潮 式 举 标 为 (x1 ,Xa,0)， 这 
时 在 平面 Xx。 上 对 于 标 架 [O13e1,821 具 有 举 标 CX, 绷 二 《x1,X9) 移 向 
量 显 然 平行 于 Ps 所 对 应 的 把 0 中 的 直线 (因为 这 条 直线 的 方向 向 
景 为 Cx1,%2,0))》; 反 过 来 ,平面 Xo 上 前 每 一 个 万 商 《x, 妇 ,在 它 的 
两 个 春 标 x,# 之 后 届 添 上 一 个 6， 我 们 就 可 以 得 到 这 个 方向 上 的 
无 穷 远 点 .的 齐 次 誉 标 (X,y,0)， 因 此 ， 无 穹 阮 点 了 的 齐 次 从 
标 与 它 所 对 席 的 方向 的 仿 射 坐标 (对 于 标 架 [Olerea]) 可 以 互相 
确定 。 综 土 所 述 ， 我 们 秒 到 ， 丰 ,上 每 一 个 点 的 齐 次 企 标 自 息 射 
坐标 节 [Oi;s1,e2] 完 公决 定 ， 而 与 点 的 进取 无 关 ， 
有 时 我 们 把 通常 点 闻 的 优 射 坐标 4z, 妃 称 为 它 的 非 齐 次 坐标 。 


1.4 赴 线 在 齐 次 坐标 中 的 方 猩 


刺 ， 上 每 个 点 都 有 章 交 坐标， 从 而 史上 短 一 条 直 线 就 可 以 用 
羡 于 齐 次 虚 标 入 ,Xo, Xe 的 方程 来 表示 。 
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券 虐 下 上 的 一 条 雪线 4B， 设 4,B 在 [95eyes] 中 的 齐 次 
华 标 分 别 为 CQ1 ,945,99), Kb ps pa， 设 A, 旦 分 别 对 应 于 把 0 中 的 
次 线 上 ,il， 则 在 LOiel,ez,esj 中 坐标 为 《aidayasl Da,pa) 的 
向 最 ,V8 分 别 为 五 ,在 的 太 商 南 景 。 证 史上 枉 一 点 闻 的 齐 葡 些 
标 为 人 zxza,xs， 则 对 所 对 应 的 把 马 中 的 次 线 太 的 一 个 方向 向 量 
v6 的 仿 射 笃 标 为 xl,xayxs)。 
点 好 (zayxaxa) 在 直线 4B 上 的 充分 必要 条 件 是 把 0 里 的 直 
线 匡 在 ,Bs 决定 的 平面 上 ， 于 是 加 ,1,54 共 面 ， 从 而 
X1 = Ma + ph, 
和 Hbo, | (7.1) 


Xa = das+ pbs, 


其 中 4,& 是 不 至 为 规 的 实数 ， 址 党 


Xr a 且 
Xs de b=0, 


xa da bs 
即 
DX1 十 taxg t+ WaxXs = 0, C7 .2) 
其 中 
1 三 人 2 ;Tz 一 和 |， 及 一 人 “|. 
as bs qs bs as b, 


由 于 A,B 是 不 河 的 两 点 ,因此 (el ,as,as) 与 (5 ba, bey 不 成 比 倒 ， 
大 而 91s,ns 不 全 为 等 ， 这 说 骨 : 站 线 48 在 齐 次 来 标 中 的 方程 
《7.2) 是 芋 元 一 葡 齐 次 方程 。 反 过 来， 任意 一 个 三 元 一 其 齐 次 方 
程 都 胡 示 身影 平面 上 的 一 条 直线 ， 这 也 是 究 易 证 明 的 。 
7.]) 称 为 直线 4 也 在 齐 坎 华 标 中 的 邦 数 方程 。 

则 于 泡 势 阴 典 线 是 由 所 有 无 穷 辽 点 组 成 的 ， 而 无 败 远 虑 的 齐 
世 坐 标 都 形 邵 (Xi1,*3,0)， 因 此 ， 无 穷 远 直线 的 方程 为 = 0， 而 
射影 直线 的 演 次 方程 中 xi ,x 的 系数 一 定 不 低 为 堆 ， 

从 上 而 的 推导 过 程 还 看 到 ， 
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虞 及 Cin,09) .Beh bb CC 0 es 基线 的 


ba 
次 
六 jir 
i 


| 
ns b, cl 二 D0, 
| 


da js pa 


(2) 章光 方程 由 haxe 寺 asa 一 用 与 让 Xi 十 ?xs 十 3xs 二 站 泡 
汗 吕 上 的 周一 条 直线 5 对 应 于 把 口中 的 同一 全 平面 ?的 充 分 必 权 
荣 件 是 tpayps) 与 ti0z 39i 成 比 酌 。 固 此， 我们 可 玉 抬 齐 演 方 
各 的 系 数 Kn ,4,19) 汗 成 证 线 的 举 标 ， 就 吓 做 区 线 的 齐 次 坐标 。 

遇 然 、 泡 鹤 远 瑟 线 的 齐 次 谷 标 为 《0,9， D; 射影 音 中线 的 齐 次 华 标 

诊 如 (9 mn 共 中 9yns 不 双 为 营 。 容 易 看 出 ， 同 一 条 遂 线 的 
齐 次 各 标 不 噬 一 ,但 它们 成 比例 ;不 同 交 级 的 开交 全 标 不 语 比 例 、 

经 然 写 线 也 有 齐 区 华 标 ， 二 距 从 彰 次 华 标 米 看 ， 射 影 下 远 上 
的 点 和 直线 舶 地 位 是 灶 街 舶 ， 点 和 半 线 对 于 美 联 关系 而 车 也 是 对 
侍 的 ， 点 CYEX9;X0) 十 江 线 Gf.037 闫 联 的 天 分 属相 条 人 是 

HX axs + Hr = 0, 

因此 ， 对 于 图 定 的 总 线 Q,nT,93)， 方程 (?,2) 征 此 将 线 上 的 全 体 
的 点 所 适合 的 万 保 ， 称 为 直线 的 点 方程 

上 于 看 线 C9 1a:98 与 局 (Xixsxa) 关联 的 充分 必要 条 件 世 是 

(7.237， 因 此 ， 对 于 因 定 的 点 《xxayzrs)， 方 程 《7.2) 是 与 点 

《xz1，xarxs 关联 的 生体 芭 线 所 适合 的 亡 程 ， 称 为 点 的 线 方程 。 

纵 革 面 的 过 诊 可 以 看 刹 ， 在 射影 平面 上 ， 基 本 的 几何 元 到 是 
点 和 虹 绕 ， 燕 本 的 甘 率 是 关联 美 对， 点 和 查 线 在 射影 平面 上 的 地 
位 已 对 称 有 的 。 ， 

下 面 我 们 葛 过 论 射 影 学 画 的 另外 一 个 模型 ， 解 析 模 名， 了 解 
这 个 模型 对 于 读者 令 后 想 进一步 学 习 射 影 风 何 是 有 帮助 的 。 


1.5 章 影 平面 的 解 折 模型 
从 上 上 述 看 出 ， Ro 上 的 点 (或 直线 ?的 齐 次 斜 标 不 只 一 但 它 
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们 成 比例 ， 为 了 使 点 允 对 点 于 唯一 的 对 象 ， 就 需 览 把 所 有 有 序 三 
元 实数 弓 所 组 成 的 集合 按照 成 比例 的 闫 杀 进 行 分 类 。 

定义 7.5 称 有 上 序 三 元 实数 组 (Xi ;Xo,X3) 上 (, 训 ;43) 等 价 ， 
如 果 存 在 实数 4 半 0， 使 得 Cy ,58,98) = (xiy4xay hxs?， 比 时 记 作 
(x1 ,Xa 3) ~ CH Y2 V9), 

所 定 区 的 英 系 ~ 性 然 且 有 下 列 性 质 :. 

《1》 友 身 性 ， 即 ， 作 一 有 序 三 元 实数 组 与 日 身 等 价 

C2) 对 称 性 ， 即 ， 若 人 sixzayxs) (gg ge， 则 

CW], Yo ,Y3) ~ CX Xo Xs) 

(3) 传递 性 ， 即 , 老 (X1,xX2, x0) C0, 92, Ya) (V1 Ya, 3) ~ 

{21 223,232 则 


CX Xa Ra) ~ CHL, ToS), 

对 于 每 一 个 古 序 三 元 实数 组 Cx;,xs,Xs)。 把 所 有 与 它 等 价 的 
三 元 实数 组 组 成 的 集合 称 为 一 个 类 ， 记 作 Cxi:x2:x3)， 则 所 有 有 
序 三 元 实数 组 的 集合 纠 划 分 成 了 -一 些 类 ， 使 得 每 个 有 序 二 元 实数 
给 属于 且 只 属于 一 个 类 ; 同一 类 明 的 在 党 两 个 三 元 实数 组 是 等 价 
的 < 却 成 比例 ); 不 同类 里 的 两 个 芋 元 实数 组 是 不 特价 的 《好不 成 
示例)。 

C0:0:0) 称 为 需 类 ， 共 他 类 称 .为 非 喜 类 ， 

定理 7.1 把 每 -- 个 有 诬 志 元 实数 组 的 非 轩 类 看 成 “点 "， 把 
铀 足 方程 TX + maxs+ faxs= 0 共 中 全 ,7a,;0s 不 树 鸭 害 ) 的 "点 ? 
《xzrixs:xs) 组 成 的 集合 活 成 “直线 ”， 升 了 规定 力 程 

WX 十 和 Xe t Haxa= 0 1 Hx + Marat Haxs = 0 

表示 同一 条 “直线 ”的 充分 必 标 和 荣 件 赴 《99s na) 与 CUa Hayps) 
成 比例 ,于 是 “ 酚 线 ”也 可 内 有 序 三 光 实 数组 的 非 千 类 [mi:9399] 包 
所 完 公 决定 ， 而 且 虚 CX:Xo:xg) 与 直线 [4:42:73j] 棚 关联 的 学分 
必要 条 件 居 


外 ”为 了 上 从 愉 写 形式 上 区 别 点 ”与 “ 直 益 ”， 我 们 把 “直线 ”的 非 堆 类 记 作 


[Lay eayas?a]。 
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1 二 人 Xe 士 攻 8 三 站 
则 出 所 有 这 些 “点 ”和 “直线 ”组 成 的 集合 就 是 一 个 射影 于 而 ， 
记 作 PGC2,R). ， 
证 明 在 江上 取 定 一 个 仿 射 标 架 LO1;e1,es]， 兆 虑 


一 -~PG(2,R)， 
点 Mstey R17 一 


直线 hx 十 Xz 十 xa = or “ 间 线 ”[9 :02:79]。 
显然 上 述 对 应 分 别 是 一 一 对 应 ， 并 L 若 点 辕 忆 直线 工 甘 联 ， 则 右 
1xi + axs+ gxs = 0, 有 内 而 “点 2 《23xa:xs) 王 《直线 [390 
潜 联 。 所 以 Pe(C2 ,只 ) 是 一 个 射影 平面 。 

由 定理 7.1， 我 们 得 到 射影 下 面 的 艾 一 个 具体 模型 ， 即 ， 
PGt2, 吕 ) , 称 它 是 解析 摸 型 ., 解 拍 概 型 的 好 处 之 一 是 便于 将 射影 平 
而 进行 推广 。 迄 但 为 止 ,我 们 讨论 的 射影 平面 都 是 实 射 影 平 面 , 们 
是 ， 如 果 我 们 类 供 地 老 虚 有 序 三 元 香 数 组 ， 则 可 以 得 到 揽 射 影 平 
面 ， 记 作 PGC2,C)， 如 果 我 们 考 虚 有 诡 四 元 实数 组 ， 则 可 以 得 
到 三 维 实 射影 空间 PGC3，RR); 如 果 演 虚 在 序 n+1 区 实数 组 ,出 
可 以 得 到 1 维 实 射影 空间 PG Cn ,只 ). 

*+ 好 果 我 们 匣 虑 有 有 序 于 元 组 ， 贡 中 的 元 素 取 0 或 1， 规 定 ; 
0+0=0 OF1=1, 1+1=.0 0x1-0, 0x0-0, 1xI=1， 
天 且 规定 如 法 和 乘法 都 运 合 变换 律 、 结 合 律 以 及 分 配 律 ， 则 从 迹 
种 有 地 三 元 组 出 发 可 以 得 到 23 阶 有 限 射 影 王 画 , 记 作 PGC2,2)， 它 
上 有 了 修 “ 太 7” ， 了 区 “所 线 2 。 千 条 “光线 2 上 上行 3 个 点 ”， 
么 个 “点 ”位 于 三 条 “直线 ”了 上， 可 以 用 图 
7.5 形象 地 表现 用 PGC2 ,2 上 的 “点”, “让 
线 ” 以 及 它们 之 间 的 关联 美 系 。 闪 中 编号 
为 1,2,3,4,5,6,7 的 “点 ”分别 是 ;C1:0:0)， 
1 7 C171:0), C1:0:1), 0:1:0), (0:1:1), 

《1:1:13 (0:0:1) ,编号 为 1,2,4 的 “点 ”所 

国 7.5 在 的 “直线 ”的 方程 为 ze = 0;“ 达 线 ” 137 


的 方程 为 Ya= 0; “折线 ”457 的 方程 为 xz = 0 “直线 ”165 的 方 
种 为 吕 +xe=0 “让 线 ” 463 的 方程 汶 二 Xs=0; “直线 762 
的 方程 为 xi+xza=0 “ 谍 线 ”235 的 万 程 为 
Xi gt Xe = 0, 
及 后 我 们 只 讨 诊 实 射影 平 丙 ， 仍 简称 为 射 形 平面 。 
悦 题 7.1 

1， 如 扩 天 的 欧 瓜 平面 关上 而 点 汪 , 吕 的 并 次 举 标 分 别 是 
C3, 一 1 ,2),(2,0,1)， 求 ， 

《1) | 志 线 六 B 在 齐 次 豆 标 中 的 普通 太 程 机 从 数 方程 ， 

(2) 虹 线 有 BB 二 的 泥 究 证 右 的 齐 实 从 入 和 人 它 所 对 应 的 参数 
伍 。 

2， 证 天 六 天 的 光 氏 末了 侧 吉 和 的 上 刹 寺 条 里 线 鞭 点， 关于 
求 恋 点 的 齐 次 坐标 。 

Xi+ Ko= 0 IX — Kat dXa= 0 HX + LX TS3X3S = 0, 

3， 在 扩 头 的 欧 开 平面 元 二 ， 给 出 了 Zo 的 欧 氏 直线 在 人 坊 射 
坐标 中 的 方程 ， 求 山 党 硝 定 的 射影 直线 在 齐 葡 于 标 中 的 上 程 , 苯 
且 求 出 它 上 面 的 无 次 远 点 。 

Cl x+2y—1=0; (C2) X= 人 0 

{3) = 下 (47 3x—2y=0, 

4 在 PCC2, 员 ) 上 ， 纪 站 线 到 Pa 的 方程 佐 式 是 ， 

XI — Xo= 0d) YXo 二 8 一 和 站 2271 二 YX8 一 区 一 和， 区 十 六 3 二 2x3 一 0, 
恋 瑟 与 的 区 点 为 4， 局 旺 上 的 交点 为 昌 ， 求 家 线 48B 的 旋 
程 。 

5。 有 户 一 个 球 击 ， 用 过 球 心 的 一 个 村 击 工 鹤 它 ， 取 其 中 一 个 
汗 球 面 ， 把 这 个 半球 面 上 的 每 个 点 重 相 找 影 到 蕉 面 辽 上， 得 到 … 
个 辕 愤 ， 癌 投影 点 作 贺 盐 内 部 ， 则 这 个 投影 点 就 看 成 一 个 “点 ?，. 
若 授 影 点 在 四 瘟 的 边界 加 上 ， 旭 把 四 的 旧 径 的 两 个 端点 看 成 一 个 
“点 ”3 平 球 面 二 的 天 半 殉 的 技 影 具 组 成 的 生 精 加 或 直径 看 成 * 息 
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线 ”。 征 明 这 样 的 网 盘 是 一 个 实 射影 不 面 . 


32 射影 平面 上 的 对 偶 原 理 


和 射影 平面 点 和 宣 
称 的 ， 森 节 我 们 米 进一步 讨论 这 个 问题 . 

度 Don, 级》 是 关于 射影 琅 身 .上 一 些 点 和 一 些 稿 线 的 关联 
关系 的 一 个 病 串 ， 琐 么 ， 殷 此 铅 题 让 的 点 部 改 莒 成 线 ， 把 线 都 收 


线 的 地 位 是 对 


守成 点 ， 才 避 保 持 甘 腾 闫 系 不 宗 以 人 共 它 一 团 表 述 不 变 ， 噶 得 到 
的 命题 p( 线 ， 点 ) 称 为 原 命 是 站 太 ， 线 ? 的 对 偶 命 r 阁 我 们 


列举 一 些 命题 和 它 的 对 倘 命 是 ， 


Ci) 射影 小 面 上 三 上 基线 | 


的 充分 必要 条 件 是 忆 们 的 齐 欧 
华 标 组 成 的 三 阶 行列 式 等 和 十 
C2) 射影 平面 上 若 三 点 六) 
Pp, Ps 不 兴 线 ， 草 三线 P,P， 
PPa,PaPl 个 此 扩 。 
(3) 德 沙 格 (Desargues} 
定理 ， 射影 玉 别 款 ， 如 有 果 两 个 


三 角形 的 对 应 硕 点 的 进 线 其 .| 


点 ， 于 人 委 

共 线 。 
(C4) 让 线 ( 看 成 点 列 ? 的 点 

方程 是 三 元 一 次 章 次 方程 ， 


它们 的 对 应 边 的 交 点 


方程 足 三 元 


对 偶 命 题 
《172” 射 影 平 而 上 三 线 此 
点 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 齐 
次 季 标 组 成 的 三 阶 行列 式 等 于 


(2 射影 笠 面 上 者 三 线 
Pi,Pz,Pa 不 站 点 ; 则 三 点 PiPs +， 
PapDas papi 不 其 线 。 

《3)” 德 沙 烙 定理 的 道 定 
理 ; 射 影 孚 面 上 ,如 果 两 个 三 角 
撒 的 对 应 过 的 变 点 共 线 ， 那 么 


， 它们 的 对 应 项 点 的 连 线 共 点 。 


《401 点 (看 成 线束 ) 的 线 
一 次 齐 次 万 程 ， 


全 用 pp; 表 蒜 直 线 | 与 ?: 章 宽 点 其 祭 同 理 ， 


射影 平面 上 的 每 一 个 命题 ( 点 : 线 ) 与 它 的 对 偶 命题 红线 ， 
点 ) 有 十 述 重 要 的 性 质 ， 即 

射影 平面 上 的 对 偶 原 理 “ 射 影 平 淹 上， 如果 一 个 命题 w( 点 ， 
线 ) 可 灸 证 明 是 一 条 党 理 ， 则 筷 的 对 储 命 古 w%( 线 ， 点 ?也 可 以 还 明 
是 一 条 定理 。 

证 明 在 入 而 上 了 到 一 华 标 邓 ， 把 命题 gC 点 , 线 ) 的 还 明川 齐 次 
王 奈 写 十 来。 在 这 个 让 河中 ， 把 点 的 竟 交 坐标 邦和 看 作 约 章 次 华 
标 ， 把 线 的 齐 次 华 标 解 禾 作 点 的 卉 次 化 标 ， 所 有 的 表示 关联 关系 
的 方程 济 丰 任何 改变 ， 仍 然 成 喜 ， 但 最 后 的 缚 论 变 成 9( 线 ,点 )， 
于 是 ， 禹 得 到 了 命题 w( 线 ， 战 ) 的 证 明 。 

根据 射影 平面 上 的 圭 偶 原理 ,我 们 兵 亚 评 时 了 一 个 命题 并 点， 
线 ) 威 立 ， 混 本 它 的 对 情 命 题 纸 线 ， 点 ) 就 必然 成 立 。 芭 如 ， 我 们 
蕊 经 证 副 过 上 进 才 中 的 命题 5 成 证 ， 于 是 我 们 背 定 它 的 对 偶 命 
题 人 41) 也 成 均 。 下 曾 我 们 来 证 遇 德 沙 格 定 理 记 立 ， 从 而 它 的 诸 定 
理 ( 对 傅 命 题 ) 也 必然 成 立 。 

德 沙 格 (Desargues) 定理 ”射影 琅 面 上 ， 如 果 丙 个 三 角形 的 
对 应 顶点 的 连 线 共 点 ， 冰 林 它 们 的 村 应 边 的 交点 直线， 

证 明 访 三 角形 4BC 贞 三 角 


形 A'B'C' 的 对 应 顶 点 的 连 线 人 小， 
447 ,BB CC 相交 于 一 点 五。 B iL \ 
情形 1. 如 果 人 和 与 4 重合 ， 一代 | 
训 AB 与 AD 避 干 ACA') ,AC 与 P< 一: 广 机 
AC' 变 于 A(A), 设 BC 5B'C7 人 
兢 于 性 ， 则 显然 二 ,人 ,及 共 线 。 名 
辣 球 ， 如 果 昌 与 B' 重合 ， . y 
或 者 口 与 C 夭 合 ， 则 结论 显然 R 
成 。 图 7.8 


情形 2. 任 一 组 对 应 项 点 不 重合 。 在 射影 平面 十 取 定 一 个 华 
标 杀 ， 设 各 点 鸥 齐 次 些 标 分 别 为 : AKCalyasyas)， 且 Kbrypa bs)， 
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Codaca), ACal,as,a), Bebb ,bY), Ce 0 2 人》 
Dldi, ds, ds). 

根 福 种 线 的 参数 方程 可 知 ， 因 为 已 虚 在 区 线 AA 上 ， 白 以 
有 不 全 为 鹤 的 实数 4,4' 使 得 


- 
dl 1 9 
站 ” - 

ds I= 4|as jtA’las | 
， 
ds dn cs 


国 理 ， 有 不 于 为 澳 的 实数 ,4” 和 和 5,v ， 使 得 
di= BhitH hi, 1,2,5 


di=bor tps t=1,2,5, 


Aai tara ph Hb pt os i ,33 (7,.3) 
从 而 行 
Aai— bi= — ha p= ps i=l,d3, C7.) 
让 (7 ,4 看 出 ， 章 次 礁 标 为 (Pi ,PzayPe) 的 点 了 邹 在 蔬 线 4 上， 这 
在 站 线 4B [:， 国 此 是 4B 和 有 B’ 区 交点 。 
淆 慨 地 ， 出 67.37 可 得 


; A Ar )， 和 
一 六 站 Fe 二 用 一 1 【 


7 
RE 一 Ye 一 3 (7.6) 
雁 (7. 癌 ,(7. 昌 分 别 着 出 ， 章 次 上 从 标 为 (0449243) 的 点 久 二 AC 与 
4 7 的 奖 点 ; 章 次 化 标 为 (74,72579) 的 点 RR 起 BC 与 如 的 变 
点。 从 (7,4) ,C7.5) ,C7.6) 可 得 
pitAitri=0 1=1,2,3。 


二 


ra 


所 六 P,Q,R 三 成 其 线 ， 
20 和 4 


习 题 7.2 

1. 证 明 , 射影 平面 上 车 三 点 已 ,Pa ,Ps 不 在线 , 则 三 线 疡 疡 ， 
PaPas,PsPi 不 苹 点 。 

2， 设 命题 %( 点 , 线 ) 为 : 在 射影 不 面 上 ， 4,B,C 和 Ah’， 
B’ ,CC!， 分 别 是 直线 六 简 呈 上 的 三 个 点 ， 禁 且 拘 与 二 和 和 的 宏 点 
中 不 重合 ; 设 4B 与 由 及 殉 于 点 有 ，BC7 与 BC 诡 于 点 3 
CA’ 与 CA 爱 于 点 六 ， 则 了 ,8, 尺 三 点 共 线 。 坛 写 开 这 个 命题 
的 对 侦 命 是 gp( 线 ,点 )。 

3， 设 射 影 平 面 上 直线 占 的 齐 次 礁 标 为 Ci0 27198), i= 1， 
2;3， 故 且 五 地 在 ， 证 骨 : 瑟 , 玉 ,下 共 点 的 充分 必 划 条件 为 存 在 不 


次 为 零 的 实数 4 和 卢 使 得 YA 
es = 4 十 fts, 1=],2,3. < ~ 


*4， 设 训 是 欧 二 平面 zo 上 
点 ， Li 和 i 是 To 上 两 条 次 2， 
它们 相 变 于 一 个 不 可 到 过 的 点 N "MM 


1 
( 北 常 远 或 者 被 物体 阻 陋 )。， 试 。 “ 
用 直 只 作 经 过 点 好 和 六 的 直线 。 四 
$3 变 比 


我 们 知道 ， 在 中 心 授 影 下 线段 的 分 比 《 即 共 线 三 点 的 简单 此 
逢 》 是 会 改变 的 ， 本 书 讨 论 射影 平面 上 共 线 四 点 的 变 比 ， 它 经 过 
中 心 投影 后 保持 不 变 。 

3,1 实 比 的 定义 和 性 质 

变 4,B,C 是 射影 平面 ?o 上 共 线 的 三 点 ，A,B 为 通常 点 ，C 瑟 
B、 首 先 我 们 将 第 六 章 & 3 定义 的 共 线 三 点 的 简单 比值 (4, 有 ,C) 
推广 到 C 可 以 为 无 穷 远 点 的 情形 ， 即 
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i 


AD 
(A,B,0)= oF; C7.7) 


当 吃 为 无 穷 远 点 时 ， 规 定 (44, 了 ,CC = 一 1。 然 后 我 们 米 定义 To 
共 线 四 点 的 交 此 ， 

定义 7,6 设 A,B,C,D 为 射影 平面 上 共 线 犁 四 点 ， 人 和， 
B 为 通常 点 ，4 夺 昌 ，C 夺 8，D 让 A,B 我 们 将 (4,B,C) 与 (4， 
如, 品 ) 的 比值 称 为 4,B8,0,D 的 变 比 ， 记 作 tA4,8;C,D). 即 


{ABC) MG 4D AC DB 
(A,BsC, DA BD) CH : DE” ch AD. 


《7 ,8) 

党 及 ,B,C 澳 不 相同 ， 则 规定 ， 当 P=s8 时 ，(A,8B;C,DP)=0, 

有 了 时 也 把 变 比 称 为 二 重 比 、 

我 们 也 可 以 给 射 形 平面 圭 共 点 的 四 线 碾 定 它们 的 安 比 , 设 ， 
,la,14 是 道 注 点 品 的 四 和 东 首 绕 ，4 守 1。 任 取 一 条 不 过 人 的 直线 
1 ， 设 与 二 相 妖 于 AGE= 12 3 4 如果 人 40942;4a ,42 有 定 
. 多， 我 们 就 规 定 共 点 四 级 五 ,上 避 约 作 比 为 : 

Clasls := CA ,As AD)。 (7.9) 
全 上 避 法 证 划 这 个 定义 虑 有 意 闵 
的 ,一 ,这样 定义 的 交 比 与 截 线 ! 
的 选取 元 英 ,为 此 在 ro 上 到 定 一 

-个 仿 射 标 贺 LOieiezj， 谈 交 线 
二 的 齐 式 坐标 为 (7 19gia)， 点 
和 的 济 式 烛 标 为 《an atz，aia)y ， 
i=1,2,3,4。 因 为 三 ls， 根据 三 - 
线 共 点 的 答 件 《见习 题 7,2 第 3 
题 )， 得 


图 了 .8 
tiai = A + Hilajs 
i = Mon + Holajs 1=1,2,3, 


又 根据 储 作 射 吾 引 系 中 ， 若 点 Mixzt 太 7 配 Max ya) 的 连 线 与 
注 维 Axt By-+C=0 的 巡 点 为 闻 ， 闭 | 
MM 本 2 - + Bn ! ro 
MM, Axrst+ Bys tC? 
思 此 ， 我 们 得 漳 
di11 到 
4 al Aas FHas 4 + tas 
= . 
四 aa + Naz a Has 
a 如 
一 mfr a + Nos a -二 as ) 
如 21 oy ) 
( Ta, 十 好 8 - tog “+ is 
ALA. (ma qa ti os ) 
了 : ， 
4 A (a g Fa rm ) 
于 是 有 有 
上 加 到 
Closlsst) = (CA, A Ass fy) = A A : A 
_ 
和 sh/ (7.10) 
山 此 和 这 项 ， 这 样 定 吕 的 区 点 町 线 的 欧 比 只 半 这 四 条 直线 的 相互 全 
党 有 关 ， 而 本 截 线 上 的 选取 无 关 ， 
没 [ 忆 ] 为 一 点 列 ， 吕 为 EP] 外 一 点 ， 则 P< 一 >OP 是 点 列 [P] 


和 和 线 壳 FOP] 之 问 的 -对 应 基 入 [OP 各 为 上 [Pj 在 
DO 上 的 射影 (或 CP]EO 为 中 心 的 射影 3)， 把 点 列 [P] 称 为 在 LPJ 


上 的 截 影 
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根据 上 上面 共 虑 四 钱 的 灾 比 的 定 交 不 难看 由， 交 引 在 上 述 射 影 
和 和 蕉 影 下 保持 外 变 。 由 叱 可 以 推广 前 而 所 迹 的 受 比 的 定义 ， 驶 除 
前 面 定 驻 变 比 时 所 加 上 的 基 些 元 来 不 能 是 无 穷 远 元 素 的 限制 。 闪 
线 四 点 4,B,C,D， 若 4,B,G 各 不 相同 ， 莽 且 .P 二 4， 则 可 以 把 
洗 们 的 变 比 (4,B;C,D) 规 定 为 它们 在 某 不 点 D 寺 的 射影 04， 
OB,O0C,0D 的 变 线 ; 共 点 四 线 l,l, Ls, ls 蔡 呈 ,ls,is 各 小 相 同 ， 
井 且 如 夺 h， 则 可 以 把 它们 的 变 比 (1135,44) 规定 为 它们 在 某 条 
直线 了 上 上 上 的 稚 影 P,Pz,Ps,Pi 的 交 比 。 达 样 规定 的 交 上 比 仍 然 世 
含 前 而 的 定 交 帮 为 特例 ， 夺 且 有 共有 性 质 ， 灾 比 在 上 述 射 影 和 截 影 
下 梨 持 不 变 。 这 样 一 来 ， 我 们 在 讨论 奖 比 的 性 筑 时 ， 总 可 以 假设 
它们 是 盯 绥 的 四 个 通常 点 的 安 比 ， 这 是 因为 此 线 的 四 个 点 如 内 它 
们 路 间 有 无 汐 远 点 ， 我 们 总 可 以 经 过 射影 和 帘 影 把 它们 安 成 共 线 
的 四 个 通常 点 ( 风 图 7 .90， 


A 


图 7 了 .9 

出 于 疡 比 在 射影 和 蕉 影 下 保持 不 变 ， 旧 此 菇 比划 中 心 投影 下 
保持 不 变 。 

我 们 已 经 例 用 这 线 的 齐 次 屁 标 计算 共 点 四 线 的 交 比 ( 见 公式 
(7.103)， 现 在 我 们 类 过 论 如 徊 用 点 的 齐 次 浴 标 计算 打 线 四 点 的 
交 比 。 ， 

定理 7.2 ” 设 射 影 平面 吕 0 上 的 基线 四 点 4,B,C,， 其 中 4， 
日 ,C 各 不 相 同 ， 基 了 囊 避 夺 A。 设 44, 如 ,C0C,D 的 齐 次 华 标 分 别 为 

Ca Tas Ta) ,Ch ba da), Corcascn) di doy ds) 


ji = ai Hbis di= Patl; + Habis 1 23 
则 


pp 
, py= fF 

ABICD = C7.11) 

证 明 在 配 线 AB 外 酝 取 一 点 六 ， 证 它 了 的 齐 次 开标 为 

{PI .D2 ,hay), 则 注 线 PA,PB,PC,PD 的 章 次 从 标 佐 次 为 
( pz bs 机 IP1 | Pi bi 
(Il™ er Hibo _ | 交 1 和 1 十 hb I” Nat | 
和 Pa 


( 六 | _ | "| 畏 |) 
下 EE 1 pa ae Eb 
| 了 
Mda + Hibs 


Pa Us Ips ds 
(ps bs ps bs lps ba 让 
1 ps 砚 GT3 二 tbai | Ds dat Hb! 


(| tana 1 机 光 AoA + te Pi Meat + Heb ) 
?ps Fos tabal ifs hadst Nabald™ 


ipe Mma + Hoba 
I a -| | + 网 | 
Ps Mas + pibs 3 
党 等 ， 于 是 测 (7.10) 得 


1 
(4,B;C,D)=(PA,PBIPC,PD) = 4 
Haf Hl 
贞 线 四 点 的 变 比 还 可 以 通过 另 一 种 形式 来 计算 ， 
定理 7.5 设 A,B,C,D 是 射影 下 而 To 上 的 共 线 四 点 ， 其 中 


A,B,C 各 未 才 同 ， 大 有 晶 . 了 志 A4， 在 此 再 线 上 取 古 点 了 ,8， 它们 
的 吉 葡 坐标 分 别 为 
《pi ,pa ypasy 9192 98 
4, 日 ,CD 的 齐 式 举 标 分 别 为 
(al ,asyaa , Cbs bzs ba) ,C6102108), C1, da. ds), 
范 旦 这 
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i= dDit Hi 有 一 入 二 以 39 让 


1 
Oi= Aspi+ Haqiy di= hpit Hadi, 
则 
1 和 A A 
i Hu ! 六 下 
A B.C Dy 1 ... 3 2 a ， 
人 和 和 和 C7.12) 
网 Ha ia Ha! 
证 明 因为 点 4 与 不同， 所 如 (14) 与 (hp,hs) 不 成 比 例 ， 
从 而 
下 1 
4=| 1 0 
4 | 二 和 
贞 已 知 ，Q#= pi R98 让 = Aopit Hei 招 以 
1 13t Hl 1 A A | 
pi= yr |， | ， t=1,2,3, 
Bb: Hz 4 
从 而 
A Hl A A 
[| 二 Asps 十 Hadi 二 二 村 | 
b; Ha i4, 请; 
一 下 (4 一 人 二 《3 二 1,2,3, 
类 局 地 有 
d= da At)art Chine — MHD f=1,2,3, 
所 以 


EAH — dag) dCAhshe ~ Mgta) 


C4, BC,D) = FA Xp) dfs Aon) 
| 2| 本 is 
= PA Ly 
= > A 4 ai 
Hy Hs Ha Hs 
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从 定 运 7.3 不 难得 出 密 比 的 下 列 性 质 ， 
C1) (CD A B= {A,BC,D}=(B, A;D, 0) 
C2) 茜 吕 与 如 也 不 同 ， 则 有 


1 
cB,A;C ,DY) 一 ABC, DI C4.B;D ,0); 


3) CACSB,DY=1 0A,B,C,D). . 

不 难 在 出 ， 对 于 共 点 四 钱 的 变 丈 也 有 类 但 于 定理 7.3 的 计算 
公式 和 上 上进 二 条 性 质 。 

洒 点 了 线 的 变 比 还 有 一 条 重要 性 质 ， 设 0 是 不 上 的 通常 点 ， 
,dls 是 共 点 于 〇 的 四 条 不 同 的 直线 ， 夺 < 要 > 表示 直线 是 线 
台 转 到 1 的 角 诺 ， 则 有 


‘sin ,la> ysinci ly 
1 I 
[本 17 lo sta, 4) sin<l, ,ley ， sin<cl ,有 >。 《7 TS3》 


这 个 公式 的 证 明和 留 给 读者 (见习 是 7 ,3 第 8 题 )， 


5.2 调和 点 列 与 调和 线束 
变 比 为 ~1 的 情形 是 一 各 重要 的 情形 。 
定理 7. 了 7 射影 求 而 上 共 线 回扣 上 4, 了 CC， 嫩 果 江 足 (4 ,Bi 
CD)= 一 1I， 则 称 它 们 是 调和 训 列 ， 其 中 点 也 称 为 有 4 如 ,C 的 第 
加 调 和 点 ， 荐 有 旦 称 点 石 是 点 局 关于 点 全 4, 的 调和 共 斩 点 。 
给 村 


Ch4250,.0= AC-Dy 
所 以 车 点 呈 吓 点 忆 关 于 点 仿 , 吾 的 调和 共 斩 点 ， 则 点 C 也 是 点 
五 关于 点 避 4 , 归 的 调和 共 本 点， 这 时 称心 ,DD 关于 ,Bi 调和 共 
辊 。 

人 H 于 (CC,D;AA,B)= (4,B8;C,D)， 因 此 如 果 C,D 基于 4,8 
调和 此 斩 ， 则 和, 五 关于 局 ,六 调和 芋 罗 。 此 时 称 点 偶 C,D 和 与 点 
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偶 4,8 彼此 调和 分 割 。 

由 次 上 比 的 定义 以 及 安 比 在 射影 和 截 影 下 的 不 变性 可 以 看 冉 ， 
作 给 北 线 的 三 个 不 同 点 4,8,C， 它 们 的 第 四 调和 点 一 定 存 在 和 
且 是 唯一 的 。 
。 设 A,8B,C 是 到 上 上 兴 线 的 二 个 通常 点 ， 如 果 C 足 线 妈 A8 的 
中 点 ， 则 从 (4,B;C ,DY = 一] 可 以 挫 册 也 为 省 线 4B 上 的 无 穷 远 
点 。 这 说 朋 线 刍 48B 的 中 点 C 闫 于 4,B 调和 此 罗 的 点 想 丁 线 A8 
上 的 无 穷 远 点 ， 从 而 直线 4B 上 的 巷 究 远 点 甘于 有 ,8 的 调和 其 
思 点 臣 线 妇 4 的 中 点 ( 注 ， 所 请 线段 4B 指 的 世相 线 A4BTA 
与 号 立 间 的 不 含苞 穷 过 点 的 邢 一 部 分 》， 

类 位 地 ， 滤 点 四 线 bs tas tas 如 电视 站 

- Ci, 1 = — 1. 
则 称 五 ,六 .3 天 是 调和 线 东 ， 共 中 总称 为 三, 才 的 第 四 调和 线 ， 

网 炸 ， 任 给 此 点 的 三 条 不 同 的 直线 ， 它 门 的 第 思 调 和 线 存 在 
-并且 阶 一 。 


设 0O 是 上 的 
通常 点 ， 和 5, 
”是 通过 点 口 的 四 条 
不 同 的 直线， 如 果 
lis 是 了 与 所 夹 的 
mh 一 个 角 的 角 平 分 
线 , 莽 旦 人 es) 
We = 一 1， 因 di 公式 
图 ?.10 C7.13》 可 以 得 出 
是 五 与 所 光 的 另 一 个 和 角 的 人 角 于 分 线 ( 见 图 7 ,10)。 这 说 明 与 如 
所 来 的 两 个 角 的 角 绊 分 线 关于 五 ,ls 调和 站 罗 ， 
任 给 共 线 的 三 个 通常 点 有 4,8,C， 人 它们 的 第 四 调和 点 可 以 控 
下 述 步 又 作出 : | . 
在 直线 AB 外 任 取 - -点 S， 连 孩 34,SB,SC， 在 翰 线 SC 上 
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联 一 点 COS C0)， 连 接 4AG， 尼 二 3 日 安村 上 了， 壕 捷 BC， 共 与 
SA 于 太 。 岂 下 和 AB 的 爱 扣 全 率 是 ,8,C 的 第 四 调和 点 ，。 
证 明 盖 上 SC 的 交点 为 如。 党 拔 若 虑 以 3 为 中 心 的 线 

东 和 已 避 为 忠心 的 线 事 可 应 得 出 

《4, BC,DP)7=(S4SDBISOSD) = CF, EI,D), 

(FEBSH,D)= (GF,GEGH,GD) = (8,A;C,D), 
从 而 64.B3CD) = (343IP)， 折 用 突 比 的 性 质 〈27， 可 得 到 
《4.BiC DY =1， 很 却 CA,B;C .DD)=1; 则 得 (A,C;B,D})=0, 
夫 而 《44,C,B)=0， 于 是 4= 曙 这 与 已 知 予 盾 。 所 以 必 有 
《CAB;C,D)= -1， 从 而 了 品 是 4,B8,C 的 第 四 调和 点 ， 

习 题 7.3 


TI， 在 射影 淮 面 和 上 ， 设 此 线 三 点 有 ,B,C 的 齐 式 绎 标 分 别 

为 (1, 2,3),C1,0,3),C—1,2,—1), 在 直线 48 上 求 一 虚 司 使 得 
交 比 (4,B8,0C,D) = 5 

2。 在 射影 于 硬 o 上 ， 三 点 及 ,B,C 的 齐 次 灰 标 分 别 为 
《1,1) ,0,1,1) ,02,3, 一 3)， 证 明 及 ,8,C 三 点 共 线 ,大 晶 求 此 
直线 上 的 一 点 局 使 (A,B;C,D)= 一 4, 

3. 在 射影 平面 过 上， 给 了 浴 线 的 四 个 通常 点 的 仿 射 坐标 
站 C2, 一 了 45 CO 一 7 了) ， D00, 一 1)， 求 它们 的 变 比 
{A,BC ,DY)., 

4 ee 完 上 上， 谈 和 成 于 9 的 三 荣 直线 避 呈 ,三 的 齐 
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次 毕 村 分 别 为 (一 1,0,23， C3,1; 一 2),(1,1;2)， 求 通过 OO 的 一 条 
直线 六 使 得 姨 比 (3 = 一 了。 

5. 在 射 彩 玉 面 oco1， 天 个 点 了 ,A,B,C,D 的 章 次 坐标 分 
型 为 (3 ,一 2,4) ,01,0,0),C0,1,0), 《0,0,1), (11 1)， 求 直线 
了 PA,PB,PC,PDP 的 交 比 ， 

6， 设 太 ,B,C,D,B 其 共 弘 的 五 点 ， 玉 日 丙 两 不 同 ， 证 明 

CA,BIC, DY (A,B,D,E) = (4,B,C,E). 

7， 用 挛 雍 (4,B8;C,D) 崎 达 这 些 点 接任 何其 它 叶 序 所 旅 的 
奖 比 。 

8、 设 口 总 到 上 的 通 带 点 ， 上 taytas 了 凡夫 后 于 的 四 条 不 
同 的 酉 线 ， 出 < 了 夹 示人 三线 上 绕道 时 针 图 到 上 的 骨 度 ,证 
朋 ， 
sin<l da> /sindl,, [> 
sincis ,lo >/ sincd, ,>* 

9， 营 上 obs 是 下 下 的 调和 纵 旧 ， 扩 里 与 4 百 相 慌 过 ， 
证 明 :， 乌 是 三 瑟 忆 的 夹 角 的 角 平 分 线 。 

10. 证 明 ， 在 欧 氏 平面 re 上 ， 已 给 一 个 竟 上 任意 四 个 不 河 
的 固定 点 4 ,As ,As 4， 别 它 人 到 闻 上 上 和 任意 第 瑟 点 了 的 联 线 的 变 
比 CPA1,PAsyPAs,PAsD) 是 常数 ， 与 了 看 回 上 的 位 置 无 六。 


8 4 射影 坐标 和 射影 坐标 变换 


4.1 点 的 射影 坐标 
在 8T 里 我 们 在 扩大 的 欧 氏 平 而 史上 定义 点 的 齐 葡 汶 标 时 ， 
用 了 欧 氏 于 而 fo 上 的 俩 射 标 架 [Olea,es]。 我 们 自然 希望 能 够 瑟 
接 用 身影 平面 区 "上 的 元 素 (“ 点 ”) 作 为 标 架 ， 也 就 是 说 ， 要 在 
射影 平 遇 守 o 二 建立 射 形 坐 标 承 。 
为 了 酒 等 二 这 问题 ， 我 们 上 先 其 把 口 这 个 楼 型 来 夏 ， 上 进占 题 
就 变 成 ， 能 不 能 几 把 口 畦 的 寥 线 (这 就 芋 “ 点 ”> 作为 标 架 建立 射 
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Ci tastas a = 


影 坐 标 系 ? 我 们 已 经 知道 ， 把 上 里 的 竹 线 上 宪 全 楼 和 侨 的 方向 向 量 
质 决 定 ， 但 配方 向 向 量 可 以 相 莽 - :个 非 需 供 数 。 熙 于 这 一 事实 ， 
我 们 分 两 步 来 回答 上 述 问 题 ， 

首先 ,我 们 仍然 天 在 把 O 中 痕 一 个 入射 标 架 CO3e1,e2z,esj ,这 
中 把 台中 的 每 一 条 应 钱 革 的 方 贿 而 一 在 这 个 仿 射 标记 下 带 有 候 
射 疏 标 (Xi; Xp, X39)， 我 们 自然 会 想到 就 可 以 将 Cx Xo; Xe) 称 流 直 经! 
葛 绎 标 ， 这 种 坐标 可 以 相差 一 个 非 需 悄 数 。 这 齐 明 只 要 在 把 口中 
歌 定 一 个 仿 射 标 架 ， 那 末 把 口中 的 每 条 直线 就 都 有 了 至 半 。 但 是 
我 们 的 目的 是 更 以 把 0 中 的 将 线 作为 标 架 ， 因 此 我 们 坚 进 一 步 分 
析 ， 在 把 OQ 中 取 定 一 个 优 射 标 架 [O36 ,e2;,egj 和 后 可 以 确定 把 0 中 
的 几 条 而 线 ? 显然 ei ,ez@es 分 间 确 定子 把 口中 的 王 委 本 线 L ,1s,1s， 
共 中 就 是 44 的 方 铅 向 量 ， 于 是 上 的 从 标 是 ,0,0)， 如 的 全 标 是 
《0 ,4,0)，1s 的 坐标 是 0,8,1)。 这 三 条 定 线 ,3 称 为 把 OQ 中 的 
蔚 本 十 线 (是 毕 标 分 别 泌 (1 ,0,0),C0,1,0) ,00,0,1) 的 本 级 》)。 此 
外， 车 合 ee=ei+ es+ es， 则 也 确定 了 把 〇 中 的 一 条 直线 名 ， 它 
的 坐标 是 (1,1,1)， 这 条 坎 组 五 称 为 把 O@ 中 的 单位 直线 ( 即 坐 标 为 
(1,1,]) 的 直线 }，、 由 于 ey ,es,e3,e 中 任意 二 个 向 量 部 不 共 耐 ， 因 
此 所 三 起 忆 中 任意 三 条 直线 部 不 站 面 ， 这 笠 的 四 条 直 线 称 为 把 
0 中 一 稻 位 置 的 四 条 昔 线 。 上 酉 说明 ， 把 口中 了 到 定 一 个 仿 射 标 架 
[Oser ,eeesj 后 ,就 确定 了 把 口中 的 一 般 位 置 的 四 条 下 线 旨 ,!s ,ls， 
i 弟 三 冬 是 基本 本 线 ， 第 四 条 是 将 伺 时 线 ， 

其次 ， 我 们 容易 想到 把 工 述 三 笨 睹 本 直线 恒 ,ts ,ts 看 | 革 位 走 
级 世 合 在 一 起 作为 把 0 中 的 射影 标 架 ， 但 是 在 这 样 懒 之前， 还 要 
说明 一 件 者 ， 即 如 困 我 们 在 单 你 直线 下 上 取 另 一 个 万 向 向 量 e 
大 县 在 基 示 站 线 睛 上 取 方 商 向 量 ef 使 得 让 一 et+es 十 es 那 末 
我 们 区 得 到 把 品 的 一 个 仿 射 标 架 FO ;ef ,es ,es]， 于 是 | 把 0 中 等 
一 条 基线 工 在 这 个 坊 射 标 架 下 也 有 大 标 (zi ,x ,Xx3》)， 这 是 二 的 方 
向 向 最 ?在 [0O;el ,ee3] 四 的 至 标 。 而 且 洲 于 这 个 对 标 架 ， 
bol 区 稚 标 分 别 为 人 1 00 ,C0,140),《0,0,1) ,C1,1,1)、 因 
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琵 对 于 这 个 仿 射 标 架 ， 王 才 仍 中 基本 直线 ， 吾 任 必 划 位 直线 。 
瞩 然 对 于 三 条 基本 总 线 和 “条 音信 直线 可 以 得 到 不 同 芍 全 射 标 染 
[Diel :esz:esj 有 [LOiei ,es es]， 提 本 我 们 必须 说 助 把 口中 每 一 条 
直线 上 的 方向 曾 量 间 分别 在 这 催 个 仿 射 诗 则 下 的 坐 标 (xa ,Xz ,Xs) 
利 Kx3 xx 有 旺 成 比例 的 ， 这 冬 于 能 把 上 述 三 茶 巷 本 藻 线 和 一 么 
革 度 所 线 合 划一 起 作为 把 中 的 射影 本 区 ,现在 辟 来 说 明 (xi ,Xs， 
X39) 有 ICX4 ,X29 .5 为 什么 是 成 比例 的 ， 国 为 皇 和 e 独 是 六 的 方 海 
乓 最 ， 所 以 可 证 ee = 4e， 问 阴 可 届 er = ei 1 23。 于 是 

@ -el +e le, Ae + /0 .站 Bo， 
人 有 一 26 -A(e, + ekes)， 因 此 ， 

Me 1 Naert Mes 二 用 上 人 Ba ! AEs, 


也 诈 得 和 =4 1 所 以 ， 


v= Sirse, = Dixie, 
iol f=1 

型 此 得 计 ， 天 = Ai = 1 ,23。 

线 上 了 上述， 我 们 可 以 给 出 下 述 定 叉 

定义 7.8 设 h,b,isd 是 把 市 一般 位 置 的 四 条 下 线 ， 
在 如 上 取 - 个 方向 商量 e， 然 后 在 下 上 上 取 方向 向 其 eiG=1,2，3) 
使 得 e=e+ ezteat 风 图 7.12)。 称 了 ,ls ,ls 是 基本 着 线 ， 称 上 ,是 
单位 直线 ， 称 [4 ,1s ,ls ,44 蚌 把 口 的 一 组 匡 底 { 焉 一 个 射影 标 架 )， 

O03 Ww 把 各 中 每 一 条 章 线 工 的 方向 向 晤 
在 伍 射 标 架 LOielyea,esjT 的 
坐标 《ziyxzayxa)》 称 为 上 碍 基 语 
[5 中 的 齐 次 射影 坐标 ， 
简称 为 射影 坐标 

显然 把 0 中 的 直线 二 在 基 底 

图 7 了 ,I2 5 中 的 充 葡 射影 坐标 
不 叭 一 ， 伺 宪 们 成 比例 。 不 同 葡 线 在 同一 基底 中 的 齐 次 射影 坚 标 
不 成 比例 ， 医 不 殖 线 旧 ,lh 的 痢 次 射影 齿 标 分 别 为 《1,0,03， 
3668 


C0,1,0) ,C0,0,1): 音信 谋 线 25 的 齐 葡 射影 坐标 为 人 1 ,1:1)。 
现在 来 看 扩大 的 欧 开 平面 达 二 如 何 引 进 射 影 坐 标 柔 。 
在 欧 乓 平生 To 外 取 一 点， 下 是 扩大 的 区 下 不 面 区 上 的 点 

和 泡 线 分 判 与 把 0 的 直线 和 和 平面 有 一 个 --… 对 应 。 显 然 ， 把 口中 

一 般 位 曾 的 四 杀 韦 线 对 应 于 元 上 一 般 位 秆 的 四 个 点 ( 即 ， 蒜 中 枉 

意 三 点 不 去 线 )。 于 汗 容 易 想 到 下 涉 定 闵 。 

定 尽 7.9 在 扩 天 的 欧 氏 平 下 元 了 取 定 一 般 位 置 的 四 个 点 
AAA3 ,在 和 外 有 挨 点 台 。 对 于 元 0 上 的 每 一 个 点 闻 , 我 们 将 
光线 OM 在 把 0 的 基底 [OA1,04,O43,0B]J 中 的 卉 次 射 影 坐 标 
《xiyxa xs) 称 为 点 M 在 8 的 基 订 [4 ,4a ,As,E] 中 的 齐 次 般 影 坐 
标 ， 莘 称 罗 射 影 坐标 。 战 底 [A4 4,4s,2] 中 的 前 三 个 点 称 为 基 
本 点 ， 第 四 个 点 称 为 单位 点 。 


图 ?.13 
和 (0,0,1)， 音 位 点 记 的 射影 众 标 为 (1 ,1 42。 而 线 A1Ahs ,AsAs， 
441 构 成 的 基 角 形 称 为 坐 称 三 角形 。 


现在 米 说 明 上 述 定义 与 外 一 点 0 的 取 法 无 关 。 在 OE 上 取 
-个 亡 商 向量 e， 存 04; 上 取 方 向 向 旺 ei(i=1,2,3) 使 得 e=el 
+ ez+ ea. 这 OM 在 全 时 标 架 [Csei ez,eg] 中 的 维和 标 为 (xxsyxs)y， 
册 定 类 7,8 和 定义 ?.9 人知，(x1,x3s%s) 莽 是 点 M 在 其 克 
[AAA ,As, 书 ] 中 的 射影 坐标 . 设 直 线 4 刀 与 人 As 迹 于 点 4ia ,这 直 
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线 有 AM 与 A 六 妆 于 点 避风 图 7.13)。 由 村 OA, 04， OA, 


共 面 以 及 O04,04s, OF 共 面 ， 于 是 可 以 得 到 OA4。=AC1 ,107 。 
菊 伺 地 ， 南 GOM OA， OA, 共 而 以 及 GOM OAs ,0M 共 面 ， 可 


得 OMis = utxiza;0)。 于 是 OA1,04s,0h1z,OMis 的 方向 向 量 分 
别 汶 el ,ez,el eX + Xes。 在 平面 O44 上 上 取 仿 射 标 架 
[LOyei ,ez]， 则 口 ,A As AshMdis 的 齐 或 志 标 分 天 为 C0,0,1)， 
00701,t2) C11 12) ，Cxcyxa tb。 易 求 出 直线 DOA,DA4，， 
OAs.0Mis 在 齐 次 至 标 中 的 方程 ， 从 而 可 得 它们 的 齐 次 瞧 标 佐 式 
海 C0,1 ,0),C 一 了 ,0,0),C~1,1,0),( 一 xs,X1,0)。 显 然 有 


-1 0 -| — x 0 -1 
1|=|11+| ol, | x, “i 0 |， 
0 0 0 0 0 0 
于 是 由 公式 《7.10) 得 


于 1 区 
(OA ;OAs OA OM) 一 zx 三 元 


所 以 〈4 454 Mia) = xiixza (这 里 设 时 不 在 直线 上 )。 

类 似 地 ， 对 于 不 在 44: 线 上 .的 点 M， 有 有 CAs, As;Asa AM) = Xo: 
X39 对 于 不 在 44s 线 上 的 点 好 ， 有 (4 4 A Ma = xXy:X1。 
由 此 可见 ， 对 于 不 在 瘟 线 4:4s ,4:4。,4:4, 上 的 点 M， 它 的 射影 
坐标 (xi ,Xo a) X12xayx22Xzdyxar 分 别针 于 上进 一 个 变 上 比 : 而 
有 1 有 45 线 上 的 点 MKxz 0;z， 有 xaix 积 于 灾 比 : 442: 或 4s4s 线 
上 的 点 类 人 羽 。 因 此 元 o 上 每 个 点 在 基底 [4 ,A; 43,B] 中 的 射影 从 
标 与 9 点 了 法 无 关 (OE 0)。 着 卫 点 好 的 射影 坐标 的 几何 意义 
为 ， 


Xi Xa = A, Ass Als, Mo), 
Xo: Xa = (A ,Ags Ass, Mz), 
Kalxi = (CAs, ALsAs , Me), 


共 中 点 4 是 直线 As8 与 4:4s 的 交点 ,点 对 是 直线 4si 与 44。 
的 交点 ， 等 等 . 

不 难看 由， 1 中 点 M 的 齐 葡 仿 射 坐 标 是 在 特殊 基底 
F4 ,As ,4s,E 中 的 齐 葡 射影 华 标 , 共 中 4: ,4 中 无 穷 远 点 ，4s , 王 
是 通常 点 。 

注意 在 一 般 的 基 许 下 ， 不 能 用 点 对 的 射影 束 标 中 x 鼠 次 为 
车 来 判定 闻 是 答 为 无 穷 远 点 。 

设 点 好 在 基 旗 [4 ,A2,A44,5E] 下 殉 射 影 储 祭 为 (XL, ,9)， 


别 显 然 有 
XL 1 0 0 
“ja 1 ) 
bE 0 0 -1 


即 任 一 虚 册 的 射影 时 标 竺 于 三 个 苛 本 点 的 射 影 瞧 标的 线 怀 组 合 ， 
着 且 组 合 的 系数 恰好 就 是 闻 的 射 彩 坐标 2 ra ,X83。 


4.2 射影 坐标 变换 公式 


访 o 上 有 两 个 基底 ; [A 4s As II41 42 43 了]。 
设 有 上 点 半 在 基 迹 了 工 中 的 射影 经 标 浆 CX1 ,X23,x3)， 则 在 菩 康 全 中 
的 射影 仅 标 为 Cx x2 ,x3》、， 我 们 来 讨论 Cx,X2,X9) 与 CX ,XX2 Y3) 
之 间 的 关系。 

在 To 外 取 一 点 上 ， 拒 口 中 相应 地 在 两 个 此 许 [O4 ,OA。， 
Oh4s,05] 和 FOA4,044,04s,0E ]， 对 于 这 两 个 基站 分 别 皮包 
们 所 对 庶 的 一 个 仿 射 标 架 荆 [O35er ,es,esj 磋 [LO3e4 yes; es， 二 
是 OM 在 仿 贡 标 架 了 中 的 友 标 为 4x1,4x2 shx)，OMT 在 让路 的 绝 
标 为 (4221 4X5 ,27 x》， 银 据 欧 运 完 间 中 的 仿 射 华 标 变 换 公式 
知道 ， 存 在 非 达 异 短 阵 4= 《417)， 使 得 


a 

A a A ndf ht xX) 

一 fat 
Axs|=| a ass das A xs | 

rE 

Axs da dag tayl ‘A Xs 
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也 就 大 


aP 
Xl A caia 全 19 ~] 
一 -rr 

Dl xze|=|as es Gog || Ya |, 7,.14) 
时 
Xa 31 tdss dagl ‘Ys 


其 中 器 呈 非 老实 数 ， 对 于 不 同 的 点 ， 的 值 不 同 。 公 式 (7,14) 就 
契 点 的 射影 党 标 变换 公式 ， 沱 表明 点 闻 的 工 下 标 训 以 用 它 的 开 从 
标的 区 齐 演 多 项 式 才 示 ， 即 ， 点 的 射影 坐标 变换 伪 式 足 线 性 
的 。 公 式 47.147 中 的 系数 护 阵 有 = (ai 订 以 用 待定 系数 小 求 得 。 

例 7.4 这 射影 平 南 元 9 上 到 了 两 个 基 碟 TL4 ,44 和 
TEA 4 4 下， 已 知 点 4 434, 有 在 基底 工 中 的 射影 
坐标 分 别 沪 : 【1.-1,2):02.0, 1 人 -1 2, 和 和 51 -1,0)。 求 基 
庆 工 到 其 媒 I 的 点 的 射影 坐标 变换 公式 。 

和 解 ” 所 求 的 射影 仅 标 变换 公式 形 加 C7,14)， 此 中 的 系数 生 阵 
及 = (ai 和 可 以 用 待定 系数 法 求 得 。 1 

困 国 4 的 工 叙 标 是 (1 一 1，2)7， 开 坐标 是 4100)， 呈 以 胃 


《7.14) 得 
du ds 3 1 
pl 一 | =1as aa tog] 0 |), 
Gg Ce aa “0 


于 是 得 到 at =p, d= 一 Pi，dsr 二 201。 
类 似 地 ， 分 别 将 42 ,45 的 工 , 工 坐 标 代 大 (7 .14) 可 以 求 得 ; 
Ma = 2Pas02s2 =0,0a2 = pas = — Pas sas = LP, 433 = 4p3, 
将 5 的, 工 灰 标 代入 《7.1 得 到 
| + fa 6013= pa 


or + Rag t fag ~ AAs 


{lar + lag + Cag = 0, 
然后 把 4;; 的 慎 代 大 到 . 卡 述 方程 组 中 得 到 
Pit2p2s— Pa— pe— 0 
一 吕 ! + 2pat p= 0, | C7.15) 
2p1 二 Pst 4pa =0., 
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解 方程 组 67.157 香 ， 


~ 


芝 


了 2 4 
A = sh Pz 一 1EP4* P= CO TE 


号 


黄 夺 pg 可 卜 任意 非 壳 实 数 。 了 到 mi=15， 得 p=7,0a=2.0s= 一 4， 


从 而 得 到 


Qn d= da Ti 和 :02 一 人 :qz 一 2413 一 本， 


da 二 — 8 ,d= — 18, 


扩 寺 从 基 记 I 工 到 二 底 生 的 感 的 射影 党 千 溉 扩 


Ll 了 于 4 
pixsl=| -7 0 ~8 : 
Xa 11 2 x 


一 下 全 


其 中 总 为 目 党 实数 


4.5 直线 在 射影 坐标 中 的 方程 


说 审 蜡 两 点 于 ,在 蒸 插 [4 4 4 中 的 射影 仍 标 分 别 为 
《PPpsPay (qi 9 9)。 虑 20rxza 37a) 汪 直线 PO@ 上 的 充分 必 
营 条 人 性 为 ， 把 口中 棚 应 的 站 线 DOM ,OP,OG 其 面 ， 从 前 有 不 全 为 
车 的 实数 4,， 上 使 得 它们 的 方 府 向 量 vy ,vp ,V6 适合 : Vy = hvp 十 


uswg， 期 


31 D1 gi 
Xs|=4! pa|+n| qf 
3 pa a 


x Py | 
xz Ps qz |=0, 
| 


{Xa Pa gsl 


旨 省 有 


展开 得 
EA 


天: 


C7.16) 


(C7.17) 


je 4 | 全 | 
Pa da i ips dei 
不 人 杂 为 用 ( 因 为 卫 ,8 是 租 晃 两 点， 所 以 vp 菜 v0)， 这 培 明 ， 丁 线 
PQ 在 射影 华 标 中 的 力 程 (7,17) 是 三 元 一 次 齐 次 方程 ,上 友 之 ， 易 
看 出 ， 任 意 一 个 三 元 一 或 齐 式 方程 (在 射影 仆 标 系 中 ?都 表示 射影 
于 而 土 的 一 策 址 线 ， 

C7.1 人 9 称 为 直线 PQ 在 给 定 射影 开标 对 中 的 购 数 方程 . 

容易 大 册 ，mxi+nfaxe+THxs=0 与 的 20 十 oaxs 二 tsxs=0 入 示 
闻 一 条 和 语 线 的 充分 必要 条 件 是 (9 与 (or :os 成 比 向 ， 
因此 可 刁 将 (Pa 09) 称 为 直线 mr ma+?ara=0 的 齐 次 射影 
坐标 ， 简 称 汶 射 影 上 坐标 。 

由 上 述 讨 论 还 可 看 出 ， 

(1 射影 平 朋 上， 设 半 点 P,Q,R 的 射影 坐标 分 别 为 
Cp papa) (qu a T1737 则 P,Q 开 三 点 共 线 的 充 分 必 
要 条 件 为 


Pi 9 7 
ps 4s- YT2 |=0, 
ps ds Ts 


(2) 射影 平面 上 ， 谈 相 晃 两 点 忆 必 的 射影 从 标 分 别 是 
《Pl,pa ,Ps (gl gz,93) 点 及 的 射影 企 标 二 《favra,ra)， 则 点 妃 
与 了 P,Q 其 线 的 充分 必 杰 条 件 是 存在 不 生 为 汗 的 实数 4, 使得 


771 如 1 [7 
Ta. = | pe A » 
\y, ba! fa 


请 读 首 利川 射 彩 下 区 的 对 假 原 理 写 进 关于 射影 此 标的 三 线 共 
点 的 条 件 。 
4.4 ”用 射影 坐标 计算 交 比 
在 8 3 中 我 们 代 经 给 出 了 用 旗 头 坐标 计算 交 比 的 公 式 (7,I1) 
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和 (7.10)。 珊 在 我 们 来 说 明 这 两 个 公式 在 射影 祭 标 下 仍然 成 立 ， 

定理 7.4 设 AA,B,C,D 厦 射 肛 下 而 完 上 涉 线 的 四 点 ， 并 中 
和 ,如 ,CC 各 不 相同 ， 状 卫 忆 六 4 说 有 ,DD 在 会 一 亲 底 工 
[4 AA ,EB] 中 的 射影 坐标 分 别 为 (Glassasy ,81,053 ,63)， 
(C01 3,003,039) ,Cd ,do ,ds), #FEH. 

Gi= Ant pb di:: dodit Hobiy f=1,2,3, 
则 
CABIC DS /i C7.18) 


2 
证 明 在 训 上 琅 基 底 了 I[5B,,Bs,Bs, 了 Ff]， 使 得 B, ,Bs 都 为 无 
窃 隐 点 ， 员 4,8,C,D 在 基 售 了 中 的 射影 坐标 (21 ,43 ,045)， 
Cb bb (0 0 ,05) ,41d ,43) 也 号 是 它们 的 漠 次 上 坐标， 设 
or = da Hb, d= Aa FT Hb, f=1,2,3. 
加 由 公式 (7 .11) 筛 


At pA? 
. (4,B;,C,D) = ,tr . 
设 基 噬 工 到 下 的 射影 坐标 变换 公式 为 
x x 
pl xol= Hxs], 
Xa Ca 
菩 中 五 是 非 奇 民利 阵 。， 手 是 人 放 二 二 4 人 上 用 得 
2 . a br 
pa'Hies|=4pi ?Hias [tupa Hib, |, 
?3 aa 中 


所 以 
4papil, Hi -HPspal, 
间 理 可 得 42 = ppi!，452 = jzpinzl。 于 是 可 以 算 几 
42 /144 _ hs fh 
haf 4 psf ha? 


从 而 (7.183? 成 衬 。 

类 伺 志 ， 关 于 月 齐 葡 毕 标 计算 共 点 四 线 的 诡 引 的 公式 好 ,10 
在 射影 奉 标 中 仍然 成 3 并。 

此 外 ， 贞 公式 上 他 .12 的 推导 过 程 可 以 看 出 ， 许 然 公 式 67 ,11) 
在 射影 华 标 中 也 成 交 ， 国 此 公式 他 7 ,123 在 射影 种 标 中 局 样 成 立 ， 
大昌 对 干 基点 四 线 的 变 比 类 好 二 7.12) 的 公式 在 射 晴 虚 标 中 电 成 
也。 


4.5 点 的 非 齐 次 射影 坐标 


A 定义 7,10 在 射影 琅 面 上 取 
一 个 基底 LA , A, As E], 对 
于 不 在 直线 44， 上 的 点 


A 
M(x ,Xo,X9)， 命 
18 
2 My Asg 3 i A A _ 
由 称 Cx ,太古 点 闻 的 非 齐 次 射影 
图 7.14 举 标 。 


市 前 大 谈 涪 的 点 加 的 齐 奖 射影 华 标 的 几何 意义 知道 

x Xa= CA Ans a, Ma Xoixs = CA,, AA; Ag, M2a), 
网 此 ， 点 闻 的 三 齐 满 射影 华 标 实际 上 各 是 效 政 。 

下 另 - :基底 世 [4 ,4 As 于， 对 于 王 不 在 点 线 4 4 上 ， 
飞 不 在 虑 线 41 4 上 的 任意 一 点 好 ， 设 它 开 工 , 玫 中 的 齐 葡 身影 仅 
标 分 别 是 (xi ,Xo ,X37 ,CX1 xsx3s2， 非 齐 深 射 影 淮 标 分 别 下 (xz ， 
《xz 37， 则 


a a x 
芝 x v x 9 * J xs" 
由 章 次 射影 耸 标 变换 公式 《7.14) 得 
3 
pri= Daiiry, t=1,2,3, 
j=1 
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上 县 而 得 
四 四 
A + rad 十 可 13 
站 
A + tagd’ + Gag 


时 之 
《7 ,19) 
= Ta + Gas + Mas 
daX’ 十 sz 了 + La " 
这 是 点 的 非 齐 次 射影 上 举 标 变换 公式 ， 它 洋 明 点 坷 在 基 贿 I 中 的 非 
齐 式 射影 瞧 标 X ,4 可 以 用 艺 在 工 中 的 非 齐 式 射 影 人 级 慰 z ,天 的 分 
式 线 性 击 数 表达 。 


习 题 了 .4 

1， 设 在 射影 下 曾 的 一 个 基底 提 给 了 点 吾 (d4, 一 2,3)。 
B20) ,Bd ,3 一 2) ,PO1,0) ,MC ,1, 一 1) .证明 点 B1,B，， 
Ba ,下 是 一 般 位 填 的 四 个 点 ! 并 卫 求 基 旗 工 到 了 [Bi ,Bs ,Ba ,5 的 
身影 坐标 变换 公式 ， 求 好 在 基 尾 开 中 的 射影 楷 标 

2， 在 射影 玉 面 上 ; 求 从 共 坏 I [A1,As, hs, 基底 工 
[4 ,4 43] 的 射影 坐标 裤 的 公式 。 

3、， 在 射影 芋 南 上， 谈 点 了 在 此 逝 工 [4 ,4。,43 ,号 ] 中 的 射 
影 坐 标 为 (8lsa,5g)， 天 蕊 4 ,44 是 一 般 亿 固 的 四 个 点 ， 求 
基底 工 到 工 [4; ;有 2 了] 的 射影 些 标 水 空 换 公 式 。 

4， 在 层 影 于 而 上 了 到 四 点 B11 ,2,1),， Bs ,1 ,0)，B;(2,]， 
1 ,FO0,1,7)， 求 点 剖 届 ,1, 了 ) 存 基底 [Bi ,Bs,Bs, 下 中 的 坐标 ， 

5， 证明 帆 敬 斯 (Pappas) 定 理 ， 设 4,B,C;A47,B' ,0 分 别 

是 直线 二 机 丰 上 的 基 个 点 ， 兰 且 认 与 和 的 交点 已 不 重合 , 变 AB; 
本 4 有 交 下 点 了 ，BC' 与 B'C 灾 于 点 Q，CA' 与 C 人 有 4 交 于 点 R， 
如 了, 日 ,是 三 点 此 线 ， 

在 射影 平面 上 上 取 - -个 基底 [L4,4sas,E]，4oa 是 直线 
4 与 .44 的 交点 ,有 求 站 线 4s4s 上 的 : 一 个 点 了 使 得 交 比 
A, A A Pp) =, 

7. 在 射影 平面 . 上 给 丁 一 个 三 角形 AAAs 度 P, :Pzs;Pa 分 
罚 在 讶 线 4;4s, 44 ,AA 上， 但 起 部 不 和 4 ,As ,4s 重合， 而 
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01 ,8Qz,Qs 依 次 为 Pi ， 
Ps,Pa 对 于 A,, A 

及; 444s 的 调和 
丰 斩 点 ， 证 明 ; 

4 4so，4soas 次 
点 的 充分 必要 
图 7 了 .15 竺 件 三 局 ,P,Ps 下 


线 。 

8. 在 射影 玫 商 上 ， A, ,1 ,由 和 7, ,Ds ,PP 的 意 浆 同 第 ?7 题 ， 

但 是 

《4 AsQi, D1) = 06, CAs AQa Pa) = Ps ,CAL das = 63. 
证 明 ， 若 Pi,Ps ,Ps 基线， 加 01 ,82,03 直线 的 充分 必要 条 件 局 
916563 = 1。 双 如果 Pi ,Ps ;PP 在 扩大 的 欧 氏 下面 的 无 窃 远 下 线 上 ， 
洁 术 上 述 命 题 的 刀 何 意 头 是 什么 ? 

9， 在 射影 平面 上 ， 设 4 ,A ,P,Pz ,Pa;91,0z ,03 的 意 
义 问 第 8 题 。 渤 明 ;， 若 Pi ,Pz ;Ps 开 线 ， 则 A91,4A20s,403 共 点 
的 充分 必要 和 荣 件 足 eteaeas = 一 TT。 六 如 果 记 ,P,P 在 扩大 欧 氏 平面 
的 万 穹 远 直线 1.， 屠 末 竿 述 命 题 的 几何 意义 笔 什么? 

*10。 射影 再 面 如 上 ， 让 一 般 位 置 的 到 个 点 万 ,8,0C ,D(C 称 它 
们 为 顶点 ?和 市 它们 两 两 相连 的 天 条 度 线 ( 称 它 们 为 边 ) 构 成 的 图 
形 称 为 完备 四 点 形 。 不 在 同一 预 戌 上 的 两 条 边 称 为 对 边 ; 对 边 的 
变 点 称 为 对 角 点 。 如 图 7.16 中 ， 避 ,了 ,G 均 是 对 角 虚 ， 

《1T1) 证 胡 有 元 备 网 点 形 的 二 个 对 舟 点 不 长 线 。 册 这 三 个 对 角 
点 确定 的 二 角 形 称 为 失 备 四 点 形 的 对 角 三 角形 ， 

《2 证 明寺 备 四 点 形 的 任意 沿 个 对 角 点 亩 和 分 制 筷 们 的 六 
线 和 男 媳 油条 边 的 交点 。 

*11. 在 射影 不 面 上 ,完备 辐 点 形 的 对 偶 称 为 完备 四 边 形 。 鬼 
述 第 10 题 的 第 (2 3 小 题 的 对 偶 命题 ， 并 卫 .说 明 调 和 线束 的 作 图 
方法 。 
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图 7.16 


35 射影 映射 和 射影 变换 


本 章 一 开头 便 介 绍 过 中 心 投 影 ， 这 一 省 我 们 襄 来 讨论 作为 中 
心 找 影 的 挫 三 的 射影 忠 射 ， 1 


5 .1 射影 映射 的 定义 和 性 质 

首先 我 们 末 讨 论 中 心 捞 影 的 坐标 表示 。 设 rt 是 从 射影 平面 宛 。 
到 字 , 的 找 影 中 心 为 的 中 心 捞 影 在 和 ,上 取 定 一 个 六 底 [44 4,， 
4Aa, 卫 ]， 在 宛 上 取 定 一 个 基底 [DB ,Bs,F]。 设 Ai, 卫 在 tr 下 的 象 
分 别 为 4 ,五 , 则 [41 42 ,A4,E 也 是 不 的 一 个 基底。 从 射影 些 
标的 定义 容 易 看 出 ， 点 计 在 中心 投影 5 下 的 象 点 邓 ' 在 基底 
[i ,4s ,43: 瑟 了 中 的 坐标 与 点 M 在 菩 多 [4 和,As,A,B] 中 的 
坐标 Crxsxay 相同 。 设 部 的 基底 [Bi,5:,5s,E] 到 基底 
LA 42 As ] 的 坐标 变换 公式 中 素数 拭 阵 为 4= tas 六 , 则 点 加 
在 基 庭 LB, ,Ba,Bs,F] 中 的 坐标 (xz1 ,X35 ,xX3) 与 计 ' 在 基底 [A1 ,44， 
4 王 仆 中 的 党 标 人 zyxa,xzs) 之 间 的 关系 为 


1 tl aia alexiy- 

PXs|=|l 0 ass Gezs ||: | (7.20) 
上 
S| a fag Ca AS 
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柄 ?了 .17 : 

全 主 (xrayxasxza) 也 址 戌 邮 在 基底 [4 4, 4] 中 的 坐标 ， 因 此 ， 
(7.20) 也 开 朋 娟 上 感 好 "在 基底 [Bi ,Bs,Bs, 下 中 的 谷 标 (x1 ,Xx3 ,x3) 
与 在 象 邮 在 直抵 [4 4 ,43 ,中 的 人 至 标 人 xxaxs 之 间 的 关系 ， 
失 而 (7.2 防 证 中 心 搜 影 + 关于 邓 o 的 基底 [41 ,A , 丰 ,EI 和 加 的 基 庭 
[已 , 品 。 ,了 as 二] 的 坐标 表达 式 ， 简 称 为 中 心 投影 上 的 公式 。 

现在 我 们 将 中 心 揽 影 加 上 以 推广 ， 引 进 射影 喘 射 的 概念 。 

定义 7,11 射影 平面 元 到 射影 下 面 逐 的 一 个 映射 6， 如果 它 
甘 竹 吕 o 的 基底 [4 ,4s ,As ,和 兄 的 基 谋 TB ,Bs,Bs,Fj 的 坐标 玫 


达 式 为 | 
区 1 A QI 全 VHX 
本 | 二 区 tag dyg 品 《7 .317 
Xf AMasl aa dga rs . 
其 电 (Cxiyxa,X3) 居于。 上 的 点 大 在 基底 [4 44a ,2 中 的 射影 举 


标 ，(c1 xx 是 元 上 象 点 邓 7 在 基底 [Bi ,By ,By FE] 中 的 射影 虞 
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标 ，p 是 非 各 实数 ， 系 数 第 阵 丰 = tai 六 是 非 订 异 的 ， 曾 未 称 是 党 。 
到 看 ,的 一 个 射影 觅 射 。 

不 难 证 明 ， 上 述 定义 与 射影 虚 标 条 的 选 择 无 关 ， 肥 由 公式 
(7.21) 定 交 的 时 射 0 甘于 的 一 个 新 基 赋 [1 ,44,44 ,下 和 克 ! 的 
新 基诺 [B81,B5,B5 ,下 的 坐标 丧 达 式 仍然 形 如 (7,21) 的 样子 , 圭 . 
基点 系数 矩 漳 8 仍 生 非 奇 异 的 ， 办 此 用 o 在 新 基底 中 的 坐标 表达 
式 判 断 ，0 仿 是 射影 呈 射 ， 

晶 然 ， 中 心 投影 是 射影 呐 射 。 

定理 7,5 设 0 大 射影 琅 面 zo 到 的 射影 映射 ， 则 把 直线 变 
成 直线 。 

证 明 ”在 元 上 取 直 线 工 ， 丰 全 + mxa + Woxs= 0， 邯 


Xl 
CH .fa ?ax | = 0. (7.22) 
Xs 


用 0 的 公式 (7 .277) 代 到 (7.223 吊 科 


人 
"1 
CM et = 0, C7,23) 


2 
易 知 (99a ,90p4-1 0 因此 ，(7.23) 是 2 xx 的 一 或 齐 或 方 
程 ， 从 而 它 丧 示 71 上 的 -条 丁 线 1, 这 说 明和 光线 1 上 任 一 点 在 c 下 
的 象 邦 在 次 线 1 上 ， 

反之 ， 由 于 把 《7,21) 代 到 (7,23) 中 就 得 到 (7.22)， 因 此 丁 线 
上 任 一 点 全 0 下 的 原 象 一 定 看 1 上。 综 上 述 ，o 把 直线 ! 变 成 二 
线 玫 ， 

定理 ?7.5 说 明 ， 射 影 下面 区 ,到 7 的 射影 喘 射 c 引 [起 了 有 0 的 所 
有 弄 线 组 成 的 集合 到 不 ,的 所 有 直线 组 成 的 集合 的 一 个 双 射 ， 并 且 . 
0 保持 点 和 直线 的 关联 性 。 

贞 于 射影 旷 射 0 的 公式 《7,21) 与 射影 坐标 变换 公式 (7.14) 在 
形式 上 一样， 因此 完全 类 似 于 定理 7.4 的 证 明 我 们 可 以 证 得 下 站 
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的 
定理 7.6 射影 映射 保持 共 线 四 点 的 交 上 比 不 变 , 即 如 果 0 是 射 
影 平面 到 到, 的 射影 唉 射 ， 并 且 0 把 到 ,上 的 共 线 四 点 A,B,C,D 
分 别 蛮 成 ti 上 的 共 线 四 点 4 和 ,8B',C',D'， 闭 末 
{A,BC 站) = CA ,B,C 人， 


由 干 共 点 四 线 的 交 比 等 于 它们 在 甘 条 直线 上 的 截 影 的 交 比 ， 
因此 由 定理 7.6 可 以 得 到 ， 射影 叶 射 也 保 控 共 点 四 线 的 次 比 不 
变 。 


5.2 射影 映射 的 基本 定理 

由 定理 7.5 易 知 ， 射 影 峡 射 把 不 共 线 三 点 变 成 不 共 线 三 点 ， 
从 而 把 一 般 你 器 的 四 个 点 变 成 一 般 位 置 的 四 个 点 。 友 过 来 ， 我 们 
有 

定理 7.7( 射 影 映 射 基 和 本 定 理 ) 设 A ,4 ,43 ,三 是 元 0 上 一 般 位 
置 的 四 个 点 ，A1,A4 ,A45,E' 是 到 上 一般 位 置 的 四 个 点 ， 则 在 在 
宛 , 到 元 ;的 唯一 的 射影 映射 "把 4 42 ,49, 巨 分 别 映 成 41 ,44,A4， 
EB'， 并 且 在 ec 下 ， 任 意 一 点 六 EN 在 基底 [4 4,4s ,下 ] 册 的 射 
影 毕 标 恰好 等 于 其 象 点 M' = o(CM) €E 到 | 在 盐 底 [A1 ,AAS , 理 ?] 
中 的 射影 坐标。 

证 明 在 有 宛 上 取 基 底 [44 ,4a,E]， 在 和 上 取 基 底 
[A1 .42 ,44 ,五 "]。 设 射影 快 射 0 关于 这 两 个 感 底 的 坐标 表述 式 为 


fy dl G3 Vix1 
=|asl dg dag || xs |。 {7.24) 
a1 tap da) \Ys 


付 全 人 
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人 人 


末 旺 得 Gif = 0， 当 1 二 J Qn do = G9g = 人 0, 选取 4=1， 从 而 


C7 ,24 成 为 
ba 1 0 oOVfx - 
得 站 
Xa 0 0 11\, 


柱 据 射影 映射 的 定 头 ，(7.24)' 宵 定 了 一 个 身影 哎 射 ， 而 且 从 上 
迹 知 ， 把 4 ,4s ,4s,E 分 别 映 成 41 ,45,A5,E' 的 射影 映射 一 定 就 
是 它 。 这 样 我 们 就 证 明了 在 在 未, 到 不 欧 叭 一 的 射影 映射 9 把 1 
4 ,A,B 分 别 映 威 44 AS ， 从 0 的 坐标 表达 式 (7,24) 7 可 
以 得 到 


这 说 明 元 。 上任 一 点 闻 在 基底 [41,4,As,£] 中 的 射影 怪 标 
《xzayxayxzsy 铭 于 它 的 象 点 1 在 基底 [41 42 ,43 ,5 ] 中 的 射 形 泽 
标 (x1 xz XI《 注 意 ，PCX1 xxz3) 与 人 zi ,x2 x4) 都 是 点 以 /的 
射影 坐标 ) 。 

下 面 我 们 指出 射影 响 射 具 本 定理 在 航空 摄影 中 的 应 用 。 本 章 
一 开头 我 们 便 提 出 ， 航 空 摄影 时 在 底 厂 上 所 得 到 的 象 足 一 块 天 地 
《 慨 定 地 面 是 平 的 ?经 过 中 心 投 影 以 后 的 象 ， 莽 且 由 于 飞机 飞行 时 
的 颐 著 ， 合 每 底片 与 地 面 不 平行 ， 因 天 此， 底片 上 的 象 通 带 不 是 地 
而 的 相 仅 图 ,而 是 变 了 形 的 图 象 , 利 有 身影 映射 基本 定理 就 可 已 给 
凡 笑 人 下 摄 影 图 象 的 适当 的 方法 。 矫 正 的 目的 是 要 从 底片 得 浏 地 面 . 
的 一 个 相 忆 图 ， ee 一 个 水 斑斑 面 
x 上 的 中 心 投影 ， 可 以 设想 中 心 就 是 镜头 。 因 紫 ， 相 似 图 x' 电 
古 诡 片 z} 在 相 及 应 的 中 心 控 影 下 的 旬 调 中 心 投影 是 一 个 射影 遇 
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射 ， 殷 据 射影 吴 射 基本 定理 ， 要 想 从 启 片 五 得 到 地 而 的 一 张 相 似 
图 有 ,只 须 确定 x 上 一 绀 一 般 位 置 移 辕 个 点 所 对 应 的 xT 上 的 加 个 
感 训 够 了 ， 这 电 因 为 这 秽 弓 一 般 位 几 的 四 个 点 就 瞧 . :确定 了 这 个 
中 心 投影 .具体 做 法 如 下 : 取 一 张 准 确 的 地 形 图 (不 必 很 详细 ， 
在 Xxo 上 任意 选取 一 组 一 般 位 思 的 四 个 点 A 和 ,8',C',D’， 在 底片 
i 上 找 出 它们 的 对 应 点 ,8,C,D，。 然后 由 和 5 装 到 灯光 照射 
器 上 ， 调 整 它们 的 位 置 ， 鸽 得 4,B,G ,了 DD 正好 分 别 照射 到 A’,B’， 
C',D’ 上。 最 后 ， 把 地 图 zs 换 成 照相 术 片 ， 注 意 不 要 变动 调整 
好 的 位 置 痢 么 正片 上 印 出 的 就 是 一 张 地 而 的 相似 图 ， 它 臣 由 应 
片 经 过 禾 正 得 到 的 ， 


5.5 射影 变换 


射影 于 而 3o 到 折 身 的 射影 映射 9 称 为 下 的 射影 变换 ， 此 时 
的 公式 C7.21) 中 x1 X52 ,X 外 和 (C1, 和 ,XY9) 分 别 爷 各 点 和 不 象 尘 于 
同一 个 基底 的 射影 坐标 。 

由 于 射影 春 和 换 公式 中 的 系数 拒 了 筑 是 本 地 第 隆 ， 因 是 由 可 道 皂 
阵 的 性 质 立 即 得 到 ， 射 影 变 聊 的 乘机 全 是 笑 影 变换 ， 恒 等 变换 号 
射影 变换 :射影 变换 足 可 道 的 ， 共 道 变 换 仍 是 射影 亚 换 ， 众 而 射 
影 平 面 了 上 上 的 所 有 射影 变换 形成 一 个 群 ， 称 它 为 射影 变换 笠 。 

关于 射影 映射 的 定理 7.5,7.5 以 及 射影 隐 射 瞪 不 定 理 对 于 
射影 变换 同样 成 立 。 

同样 有 ， 射 影 平 面 的 一 个 射影 变换 5( 点 变换 ?引起 了 这 个 射 
影 焉 而 上 的 所 有 站 线 组 成 的 梨 合 到 自身 的 -个 并 和 寻 ， 掉 HH 05 保持 
点 与 直线 的 关联 性 。 

例 7.5 在 射影 平面 E， 求 把 点 AQ ,0,1) ,BC2,1,1)， 
CC3, 一 1,0)，D 忆 (3,5,2) 分 别 蛮 成 点 AC 一 1,0,3),B’(1,1.37. 
C102,3,B)，D 02,1 ,一 2) 的 射影 变换 0 的 公式 ， 

解 ” 设 g 的 公式 为 
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由 已 知 殖 体 得 


各 区 总 
om 王 
一 [| - 

人 区 包 
[3 所 人 
[和 

名 所 全 
总 总 名 
人 
人 
hs 一 
一 

1 

这 

[| 

CT 


比较 丙 边 此 阵 的 第 一 行 得 
Gt ag A 
2a11 + ts + Gag = Na, 
3411 — G18 = 2 Ag, 
3an + 5813 + 2019 = 2 


山 此 方程 组 可 以 得 到 


ji 十 24 一 Ms 一 如 =0。 《7 ,25) 
比较 上 面 等 式 两 边 盾 阵 的 第 二 行 可 得 到 
dA — 3A2— d= 0 | 《7 ,267 
比较 上 面 等 式 两 过 算 阵 的 第 三 行 可 得 到 | 
3 一 64s 十 448 一 (二 0, . C7.27) 
联 福 (7 ,25) (7 ,26), 《7.27) 解 得 
[和 了 
: .= 一 1 
| 8 
: A 一 一 4 
i 2 


邮 代 回 到 上 逃 三 个 方 稳 组 ， 凤 可 求 出 a1 的 秆 (与 裕 有 关 )， 拓 当选 
3 


取 4. 的 值 ， 可 以 得 到 5 的 公式 为 


区 一 站 23 -21 Vixi 
Alxs |=| -13 9 13 由 zz 上 
E48 一 53 一 3 125 Xs 


5.4 分 式 线性 变换 
现在 在 射影 平面 上 上 取 定 一 个 基底 [4 4,4a ,三 ]。 设 射影 变 
换 v 的 公式 为 (7 .21)。 对 于 不 在 诬 线 44 上， 厦 且 不 在 直线 saizi 
+ eoXs + dgaXs 三 0 上 的 点 训 (X,Xs x8) ， 设 它 的 非 章 次 射影 些 标 为 
(x, 访 ， 设 计 在 0 下 的 象 MM'Cx ,8 ,zx 的 非 齐 次 射影 坐标 为 
《x ,y')。 由 于 


x x! 
天 一 二 1 y= 一 Xa = VX 
一 x rn 3 1 一 3» 2 3 
到 3 


因 下 三 (7 ,21) 得 
i + 2+ flg ， 
tax 十 Had + Qss {7.28) 
yr G22 + Qag 


J] 
Hg + ga¥ + dag 


公式 (? .28) 是 射影 变换 0 在 非 齐 次 射影 坐标 中 的 入 达 式 ， 它 是 分 
式 线性 画 数 ， 才 上 且 . 


al faa 0aa| 0。 《7 ,29) 
da1 {a2 aas 
由 此 可 抠 ， 射 影 平 面 的 射 形 变换 用 非 放 葡 射 影 仅 标 形 达 有 时， 是 息 
面 的 分 式 线性 亚 换 。 


5.5 优 射 一 一 射影 变换 


考 虚 扩大 欧 外 平面 尺 , 上 的 把 无 穷 远 星 线 变 成 无 穷 远 直线 的 射 
影 变 换 ， 这 样 的 射影 变换 称 为 仿 射 一 一 射影 变换 ， 
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取 一 个 仿 射 一 射影 变换 co 在 名 FF 取 一 个 基底 
IL: [4:，4a,4s, 石 ]， 使 得 4 4 为 腿 点 ， 这 隔 点 的 齐 葡 射影 坐 
标 也 就 是 点 的 齐 次 个 射 绎 标 ， 非 齐 次 射影 坐 标 也 就 是 点 的 仿 射 华 
标 。 谈 在 工 b 的 公式 仍 为 人.217， 于 于 无 穷 远 直 线 x = 0 上 的 
点 艾 变 成 无 穷 远 点 ， 到 此 上 晶 人 7 .21) 得 


x Ty 2 Ca VX 
Alxs|={a asa ezs JIxs ls C7 ,30) 
0 Cat dss sa 0 


取 %i=1，xa=0， 则 得 atl=0 取 X1 =0，xs = 二 1， 得 990 = 0, 
5 在 I 中 的 公式 成 为 


" 
XL Hu Ha dg Vi 
Alxs|=lae az ass | xz | 《7 。 
Xs 0 0 gy Xa . 


中 于 0 的 公式 中 的 凶 数 短 隆 应 为 非 奇 中 的 ， 因 此 有 


Cit 413 


| 
证 


局 
Le 


) 


丰 而 aag 0 他 
cif = 过， i=1,2,3; 7=1,2.3, 
93 


则 og 太 工 中 的 公式 又 可 写成 


| 和 1 Ci Ca Ca VX 
4 人 | =| oa es eas ||*: 1, 《7 ,327) 
4 0 0 1 i\x, 


其 中 如 = .4-， 帮 且 
3 


Bl C2 


| es eo 0, 《7.33) 
现在 考 虚 zo 上 的 任 一 通常 点 Ma ,zaixza)， 设 它 的 优 射 坐标 
为 (x, 妨 ， 则 z = 3 ,89=3。 设 M 在 o 下 的 象 M'CM/ 必 为 通常 点 ) 
3 3 
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的 仿 射 仍 标 为 (x” ,y'》. 由 0 用 非 齐 次 射影 坚 标 表达 的 公式 (7 .28) 
得 
他 = Cd Cias 


Y= Ont Coed t C2g, 
由 (7.33) 知 ， 此 公式 (7 ,34) 的 对 数 算 阵 是 烛 奇 异 的 。 这 说 明 ， 不 。 
上 的 仿 射 一 -射影 变换 so 限 制 到 zz 二 时 ， 它 是 仿 射 变换 (7 .34)， 
在 这 个 意义 上 我 们 可 以 说 ; 仍 射 变换 是 特殊 的 射影 变换 , 


(7.34) 


习 题 7.5 


1. 在 射影 平面 上 ， 取 一 个 基底 [4:,4s,4s,2E]， 求 把 点 
B.C1,0,1)， Bk2,0,1)，Bsl0,1,1)，FC0,2,1)》 分 别 变 到 基点 
4 ,4 ,4s, 三 的 射影 变换 5 的 公式 

2， 在 射影 平西 上 ， 取 一 此 底 
[AAA4as.E]， 谨 中 为 仍 标 三 
角形 的 顶 点 A; 与 单位 点 己 的 连 线 
AiEB 跟 对 边 的 交点 ， 求 把 4 4， 
4 分别 变 成 玉 ,Bs,B 的 射影 变换 的 

图 ?7.18 公式 的 一 般 形式 ， 

3. 在 扩大 的 欧 氏 玫 面 上 ， 求 出 把 直线 = 0，xz= 0，xs=0 
分 别 变 为 官 线 Qixi+ xs +Cx3 二 0 (=1,2,3) 的 射影 变换 的 公式 
的 一 般 形式 。 

4。 证 明 ， 在 射影 平面 上 ， 以 坐标 二 角形 的 三 个 顶点 为 不 动 


x a 站 DYFx: 
{ , 。 | 
x 0 站 re Xs 

其 中 a ,8 ,2 均 可 取 任 意 非 雾 实 数 。 


5. 在 射影 平面 上 ， 射 影 变换 0 的 公式 为 
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x 0 1 1%YMixi 
Aixs|=j -1 2 1 1x;|, 
Ea 一 2 之 3 过 | 


求 的 不 动 点 和 不 变 南 线 ， 

*6， 庶 身 影 平面 上 的 一 个 点 变换 5 有 不 动 点 4 和 不 动 由 线 
PC 上 千 虚 均 不 动 )，4 不 在 各 上， 状 旦 对 于 每 个 共 它 点 局 ，a 把 
高 到 AP EF 一 点 P'， 使 得 (4,Po; 了 P,P')=e， 其 中 Po 是 AP 和 上 纪 
的 变 点 ，。 是 常数 《地 0 1。 证 明 w 是 射影 变换 。 此 对称 5 是 透射 ， 
4 为 透射 中 心 ，1 为 透射 轴 。 


$6 配 极 ， 二 次 曲线 的 射影 分 类 


6.1 射影 平面 上 的 二 次 曲线 
射影 平面 .F， 射 影 坐 标 满 足 二 葡 齐 葡 方 称 
3XT 十 GaayE 十 Gas 和 3 + 2a4aXiXo + 2d13X1X3 + ZaaXaXs = 0 
{7.35) 

的 点 的 集合 称 为 二 次 上 曲线 ， 

最 然 若 点 好 (xz 在 一 次 曲线 (7.35)》 上 ， 则 它 的 任 一 和 
影 上 坐标 (2x1,278,4x9) 满足 方程 (7 .35》 大 卫 二 次 曲线 (7.35) 在 
任意 基底 下 的 力 程 仍 症 二 次 齐 欢 方程 。 

把 二 葡 曲 线 方程 (7.35) 的 左 奖 简 记 作 Cx ,x ,x37， 它 可 以 


Hm ds dfX1 
PXI Xo Ta) = CX Nas xs ds Gag Qos | Xl 
ds dos Ga \Xy 


关中 系数 抵 阵 4= 《a 和) 是 对 称 和 矩阵。 部 困 44 是 非 奇异 的 ， 则 称 二 
次 则 线 (7 .35) 世 非 退 伦 的， 否则 称 为 退化 的 。 
方程 (7.35) 证 写成 | 
-XIAX =0, 《7 .3577 
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其 中 天 三 CX], Ka, La) 方程 (7 .3 人 区 可 以 置 臣 


Da 其 中 j= aits C7.33)” 

现在 考 巾 扩大 < 欧 压 - 平 大 完 o 在 下" 上 本 一 个 西 和 角 标 架 [Oy1ewe zl 

相应 的 T, 的 基底 记 作 了 。 则 点 术 在 工 中 的 射影 柴 标 Cx1,%2,%3) 就 
是 避 的 齐 次 仑 慰 ， 于 是 问 在 [Os 161.80] 由 的 仿 射 堆 标 为 


| 2 


X= 
Xs ， Xs 


谈 给 了 一 欧 曲 线束， 它 在 工 中 的 方 穆 为 (7.357。 
情形 1. i18245033 不 公 为 菠 。 
通常 点 避 (Cxsyxe,xa) 在 六 工 甬 充分 点 要 条 作为 M 的 仿 身 全 标 
(x 的 适合 
Qi 十 gad? + ZaxY tT Ag + Aaa + dss = 0 C7.36) 
无 宽 远 点 NC ,Xs;0) 在 态 上 移 充 分 必要 条 作为 NN 相应 的 X56 
上 的 方 询 《XI xs) 适合 
QlX + GogxE + 2012X1X2 = 0 C7.37) 
这 宾 明 v(xi,xo) 是 xo 上 的 二 次 晶 线 {7 .36) 的 渐 近 万 向 。 
所 以 当 an ,arsyass 不 全 为 营 时 ，。 上 的 二 次 曲线 是 由 葬 
肛 焉 面 zo 上 的 二 次 曲线 (7.36) 以 及 它 的 渐 近 方向 所 对 应 的 无 旁 
远 虚 所 组 成 。 
情形 2、 air= ass= aas=0。 则 通常 点 刘 (C2a :<xayxa)? 在 总 上 的 
完 分 必要 条 件 为 它 的 优 射 礁 标 CX, 奶 满 足 方程 
2613 区 十 20838 + 89 = Oe {7,38) 
在 情形 2 下 ， 任 一 万 穷 远 点 的 继 标 都 满 是 (7 .35)， 俯 而 整 条 无 穷 
和 远 直 线 在 扣 上 .因此 ， 若 aa= as=ass= 0， 则 吾 或 者 由 一 条 射 
影 直线 人 7.38) 和 一 条 丘 穷 还 击 线 组 成 ， 或 者 由 一 对 重合 的 无 穷 远 
庙 线 组 成 。 
总 了 之， 射影 平面 元。 的 二 次 曲线 吾 有 11 种 ， 革 中 9 种 分 别 
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是 欧 起 下面 To 上 的 二 次 间 线 并 且 钉 充 了 它 的 浙江 方 击 所 对 应 的 
光 穹 运 点 : 男 针 沽 种 是 ， 一 条 射 形 直线 (7.38) 和 一 条 无 状 远 站 
线 ; 一 对 重 侣 的 大 穷 远 直 线 。 


6.2 二 次 曲线 的 切线 


现 彗 研究 直线 与 二 次 曲线 才 变 的 情况 。 设 直 线 PQ 的 套数 方 
程 为 
后 二 pi 十 有 9 用 未 全 为 各，E= 1 2)3。 (7.39) 


代 大 二 次 曲线 如 的 方程 (7.34) 中 ， 得 
pi 1 
加 加 
ps fs 


A2P Cp, Da, Pe) + uP Cg "ta ,93) + 2AnF CP :Pa, Pass 01, 02,98) 二 0 
《7 ,40) 


[Aacp, ;Pa Da) + HC 192 ;947 入 


EL 41 
FCP, Ps, Da; 91,02,98) = | 
| fs 
如 果 Cpy ,ps ,pa) = FCq1,g2 99) = FOP1 ,PasPsy rd2da) =0, 
则 4%,# 订 到 任意 不 全 为 过 的 实数 ， 从 而 置 线 PO 的 所 有 点 都 在 二 
次 曲线 仿 上 ， 
吉 果 Feipi yps Ps) ， FOnr, des), Fp ,Pa ,Pa 91,92,9s) 不 全 
为 需 ， 则 (7.40 可 确定 4: 此 的 两 个 值 ( 不 同 的 ， 或 相同 的 ， 或 剧 
的 7)， 从 稍 得 到 雪线 P@ 与 二 次 了 业 线 如 有 两 个 变 点 (不 同 的 ， 或 重合 
的 。 或 虞 的 )。 
定义 7.12 若 诬 线 工 与 二 次 曲线 总 有 重合 的 两 个 欧 点 ， 了 驶 者 
三 整个 在 瑟 上 ， 则 称 工 是 吾 的 切线 ， 世 们 的 交点 称 为 切 点 。 
刘 丰 小 天 是 误 的 切线 , 巧 点 为 卫 。 在 工 上 作 取 一 点 Qt 广 P)， 
设 P,Q 的 射影 从 标 分 别 是 C1 ,pz ,ps) , (41,92,98)， 工 的 参数 方程 
为 《7.39)。 因 为 工 与 六 有 二 重 交 点 卫 ， 所 以 C7,40) 确 定 4;8 的 两 
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个 相同 的 乱 ， 从 入 得 

下 刺 (Pi ,pa pay ggayg87]2 一 到 (ppa ha) » FEq1 ,G2,98) = 0， 

出 于 忆 在 有 FF， 所 以 天 (ppapa) =0， 从 而 由 省 式 得 
Fpi, pz, Day 9 ,99gs) = 0, (7.41) 

基线 上 上 枉 -点 8091 ,92 ,409) 均 适合 C7.41)， 则 适合 上 方程 


XL 
《Pi ,De ,ps) 从 中 (7 ,423》 
| 


若 (piypz,pa)4 六 0， 刚 (7.423》 直 一 葡 齐 式 方 程 ， 和 
方程 。 若 (pi ,Psp 有 = 0， 则 x xo,Xs 可 取代 这 不 翁 为 个 的 实数 
慎 , 这 音 味 着 扩大 欧 色 平面 上 性- 一 点 与 ed 团 线 ， 

二 次 有 曲线 福 上 的 点 Pepi ,pa ,P39)， 如 虹 便 得 

(CPi,Pe,Pe)A=0, 

则 称 点 了 是 B 的 月 和 点。 

显然 ， 非 退化 的 二 次 曲线 注 有 闪 点 (因为 4 非 奇异 )。 

设 直 线 工 整个 在 如 芋 ， 则 仍 可 得 到 (7.41) 式 ， 因 此 仍 有 上 壕 


6.5 极点 和 极 线 


虹 虑 人 《PisasPe) 不 在 二 次 向 线 驴 上 上 ， 过 点 卫 引 任意 一 条 间 
线 工 ， 便 得 工 与 好 有 泗 个 不 
同 的 变 点 各 ,中 ， 作 点 卫 半 
于 C, 吾 的 调和 共 斩 点 台 ， 
地, 估 得 4G ,io= 一 1 
用 这 样 的 方 活 所 作 的 点 双 的 
上 几何 加 囊 称 为 点 王 尖 于 二 区 

是 线 的 配 极 ， 而 点 尸 对 于 

: 配 极 而 芽 称 为 极点 。 
图 了.19 现在 来 求 点 Ptpi ,psp 


疾 于 二 次 曲线 的 孢 极 的 方程 。 设 Q(9i,qa,ga) 是 配 极 于 任 一 点 ， 
划 直 线 PQ 的 参 烤 方程 为 (7.39)， 它 坊 5 的 变 点 侣 、 如 对 应 的 参 
数值 入 ,pi 满 是 (7 ,40)。 设 加 ,AH 和 ,pz 是 满足 《7.40》 的 两 组 
慎 ， 则 C 点 坐标 为 

CPL + tt APs + jage ,MPa + p193); 
再 点 的 誉 标 为 

Chap1 + Hodis Maps t Hede saps + Hasqgs)y 


从 而 4 
Pp Hy=—? 1 
(P,Q;G,H) /2 


因为 (P,Q;G,H)= (CG, 日 ;P,Q)= ~1， 所 坟 
加 0 
Bp Hs 
于 是 由 {7.40) 得 
F(Pi.,Pz psi91y98 413) = 0, 
这 说 明 ， 点 卫 关 于 理 的 配 极 上 的 本 一 点 QC91,42 ,4a) 满 足 


X1 ” 
《pl ,pgyy ps)y A 中 《7 .437 


Ty 


由 于 古 不 在 访 上 ， 所 以 {pi ,pz;P3) 有 4 半 0， 从 而 《7.437? 旦 ,Xz ,Xs 
的 一 次 方程 ， 于 是 点 了 (EE5D 关于 如 的 配 极 上 的 任意 一 点 名 都 在 
直线 (7,43) 上 ， 为 简便 起 见 ， 二 脆 把 整 条 查 线 (7.43) 称 为 点 P 
(万 加 关 于 二 次 有 是 线 轴 的 配 极 ， 因 此 配 极 也 称 为 极 线 ， 它 的 方程 
是 (7,43)， 或 首 写 成 


DY Winx = D0. 《7.447 


#1 = 
替 点 P Cp1,pz ,pi 在 二 次 基线 如 上 ， 且 . 卫 不 是 态 的 车 点 ， 则 
以 P 为 切 点 的 钱 线 方程 (7.42) 与 (7.43) 形 式 一 样 ， 因 此 ， 这 时 我 
们 把 以 PP 为 切 点 的 印 线 就 称 为 点 P(E 四) 关于 芒 的 航线 ， 
车 点 P (Pi1,Ps;,Pa) 是 访 的 兴 太 ， 则 Cp1,pPssPa) 太 = 二 9， 从 而 于 
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上 上 任 一 点 鄂 满足 方程 (7.43?， 因 此 ， 这 时 我 们 把 径 一 条 彰 线 都 看 
作 生 可 眠 了 的 极 线 。 

极 线 有 有 两 条 重要 性 质 : 

(1) 点 已 的 极 线 上 的 任何 -点 Q 的 角 线 通过 点 己 。 

证 明 在 点 PCp1,pz.pa) 的 极 线 寺 任职 一 点 《91,492,99)， 则 


91 
《Pr ,Pay Ps) A gz | = 
3 


户 ) 
Ps 
这 下 有 即 点 也 在 点 吕 的 航线 工 。 
(2) 点 也 的 极 线 通过 点 卫 的 充分 必要 条 件 为 P 在 二 次 曲线 如 


有 


两 边 取 转 芝 得 


《9 9a 903 内 


”证明 点 了 (piypzpg 在 自己 的 极 线 上 的 充分 必要 条 件 是 


Dy 
《Pi sDe ,Pa) A 四 = 如 
. 妃 : 
. 即 忆 在 53 上 ， 


背 玉 是非 温 化 二 次 曲线 ， 则 并 漫 有 奇 点 。 因 此 严 ， 于 每 一 点 
PP 祁 有 关于 矶 的 叭 一 的 航线 。 反 之 ，%。 上 的 每 -条 直线 员 xi + 
xo 二 baxa = 党 定 是 某 一- 个 确定 的 点 关于 如 的 极 线 ， 这 是 因为 
{Pl ;Paspa) Ad 三 《Pi ,be 3) 在 叭 一 的 解 ， 

{pI ,Pa ,Da) = Cb De dA, 
定义 7,13 设 如 是非 退化 二 次 曲线 ，zo 上 的 点 的 集合 与 直 
线 的 集合 之 闻 有 :一 个 一 … 对 应 7; 点 P 对 应 于 它 关 于 加 的 极 线 Lp， 
直线 工 对 应 于 它 关 于 及 的 极点 Qx。 称 是 扩大 欧 氏 在 面 双关 于 
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妨 的 瑟 极 映 射 。 
配 髓 瞻 射 保持 鞠 联 性 ， 这 是 因为 如 果 点 呈 在 隆 线 工 上 ， 误 工 
是 点 Qz 的 极 线 ， 则 了 点 的 极 线 Lp 通过 点 Qur。 


6.4 自 配 极 三 角形 


尾 给 一 条 二 次 曲线 8， 任 取 一 条 直线 工 ， 它 不 是 如 的 切线 ，， 
在 上任 取 一 点 A( 志 下)， 作 点 
4 关于 轴 的 极 线 La。 它 与 乙 诡 
于 点 妃 ， 则 也 必 蜡 于 4 (假如 B 
= A， 则 4 通过 A ,从 而 AGE 怪 ， 
矛 所 ) . 

情形 1， 若 B 不 在 本 上 。 则 
作 点 昌 美 于 百 的 极 线 La， 它 与 
La 奖 于 0C， 点 C 必 旱 于 8 ,也 皆 于 4。 由 于 BB 在 4 的 模 线 La 上 ， 
所 以 8 的 报 线 Ls 通过 4。 由 于 C 在 4 的 极 线 上 ， 所 以 C 的 板 线 
通过 4、 同 理 C 的 极 线 池 过 昌 ， 因 此 ，C 的 被 线 就 是 荆 。 于 是 我 
们 得 到 一 个 三 角形 4BC， 写 的 你 一 条 边 是 对 顶点 的 极 线 ， 这 样 的 
三 角形 称 为 关于 二 次 曲线 马 的 自 配 极 三 角形 。 

情形 2， 若 电 在 上， 且 如 是 互 的 奇 点 ， 则 过 和 4 作 一 条 着 线 
Ls， 使 Ls 与 L4 的 奖 点 C 蜡 于 8， 这 祥 也 得 到 一 个 三 角形 4BC， 
它 的 每 一 条 边 是 对 顶点 的 极 线 ， 因 此 这 也 是 美 于 的 自 配 极 三 角 
形 。 

情形 3。 兰 B8 在 本 EF， 且 B 不 是 的 奇 点 ， 则 昌 的 瞧 一 的 航 
线 Ls 通过 BB， 又 Ls 通过 4， 于 是 Le 与 上 重合 ,由 于 8 在 上 ， 
所 以 的 航线 Ls 是 了 的 切线 ， 这 与 已 知 上 不 是 的 切线 予 盾 ， 这 
说 明 情 形 3 不 可 能 发 后， 


6.5 二 次 曲线 的 射影 分 类 
椰 给 一 和 荣 二 次 曲线 本, 必 在 基底 工 中 的 方程 为 (7 了 .35) ,下 在 取 
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图 了 .20 


基于 如 的 一 个 自 配 段 世 角形 4BC 作 为 仍 标 汉人 角 有 形 建立 一 个 基底 
了 [A,B8,C ,FJ。 设 如 在 开 中 的 方程 汶 


> CT = 0D, 《7 .452 
tj -1 
人 4DC 的 于 条 边 BC ,4C ,4 在 正中 的 方程 分 别 为 ， 
XT=0, Xs=0, xs=0, 
因为 BC 是 操 4 的 极 线 ， 所 以 BC 在 开 中 的 方程 飞 应 为 和 
GT 4 人 YNET 
nn 2 | 
QT dzs 了 3 \X3 
即 ai XT rT ataxd Tt arr =0. 
于 是 得 dts =0, dfs=0, 


间 理 ， 因 六 AC 是 点 互 的 航线 ， 所 以 机 得 时 =0， 4 =0。 于 是 
如 在 工 中 的 方程 成 为 
a 《7,46》 

适当 选取 自 配 航 三 角形 的 项 点 的 次 序 ，(7.467 可 分 为 以 下 几 
种 情况 : 

情形 1， uxt? + xt 十 Agxs = 0 Xo4s 寺 0! 

情形 2，。 X32 二 Ax3 = 0， 轴 As 半 0s 

情形 3， 九 x3=0， 轴 三 0。 

再 到 基底 亚 ， 使 下 到 亚 的 坐标 变换 公式 为 

1 


pz = pi f=1,2,3, 


则 从 情形 工 订 得 


以 情形 3 可 得 

3.5) 314=0, 

全 此 ， 任 给 一 条 一 次 由 线 总 我 们 总 可 以 适当 选取 一 个 基 
底 ， 使 得 六 的 方程 为 上 让 这 互 个 方程 中 的 某 一 个 。 几 于 射影 坐标 
变换 公式 与 射影 变换 的 公式 在 形式 上 类 似 ， 因 此 出 上 述 结论 知 ， 
对 于 任 给 的 一 条 一 次 夯 线 瑟 ， 我 们 总 可 以 作 -个 适当 的 射影 变 
换 , 使 得 召 变 成 一 条 新 的 一 次 曲线 号 ,而 民 '" 在 原来 基底 中 的 方程 
为 下 述 之 

KITE EE XI XE X= 0, 


(7.47) 
十 区 


前 两 条 二 式 肌 线 目 非 退 化 的 ， 后 三 条 是 温 化 的 。 不 难看 出 ， 这 五 
条 二 汇 和 遇 线 后 此 不 射影 等 价 《所 谓 两 条 山 线 是 射影 等 价 的 ， 意 思 
东 存 在 一 个 射影 变 歼 把 其 中 一 条 变 成 号 一 条 )。 这 样 我 们 就 得 到 

定理 7.8 射影 平面 上 所 有 二 歌 明 线 分 成 五 个 射影 类 ， 它 们 
葛 代 珍 是 (7.47? 中 玉 个 睛 程 所 分 别 壶 示 的 此 线 。 前 两 类 里 都 是 非 
退化 的 二 次 蛆 线 ， 后 三 类 时 都 是 退化 的 二 次 册 线 . 

容易 剧 出 ， 第 一 类 胡 征 没有 轨迹 的 二 次 曲线 | 第 二 类 里 的 二 
医 则 线 荐 原 欧 氏 毕 商 上 的 万 辕 、 双 曲线 和 擅 掀 线 并 且 外 充 了 它们 
的 新 近 方 站 (如 染 右 的 证 ?所 对 应 指 无 宅 远 点 ! 第 三 类 里 的 二 次 曲 
线 秀 是 一 个 点 :第 四 燃 里 都 是 … 对 胡 安 站 线 ， 第 于 类 里 邦和 候 -- 对 


重合 和 巡 线 ， ~ 


射影 生硬 上 的 棋 加 ， 疏 肌 线 和 和 所 物 
线 在 同一 个 射影 村 里 ， 这 在 不 奇怪 的 。 
车 妇 ， 在 中 心 授 影 下 ， 燃 加、 扫 物 线 利 
弄 则 线 可 以 在 这， 如 图 7,21， 椭 加 是 站 
面 下 与 涪 锥 曾 的 交 线 ， 搜 物 线 臣 Xt 与 
回 锥 面 的 泥 线 ， 于 是 坟 圆 锥 顶点 为 中 i 心 
的 从 宛 0 型 论 1 的 中 心 投影 昌 椭 贺 变 焉 抛 
物 线 ，。 其余 类 似 ， 


*6.6 ”斯坦 纳 定理 ， 巴 斯 卡 定理 ， 布 颗 易 香 定理 


不 小 节 过 论 莫 退化 二 次 昌 线 的 三 个 定理 。 本 小 节 记 指 的 非 进 
化 二 区 曲 线 部 把 无 轨迹 除外 ， | 
斯 坦 纳 4Steiner) 定 理 ” 如果 一 条 旨 退 化 二 次 虹 绥 六 上 给 定 四 
个 不 同 的 点 4 ,4 ,As , 4， 则 总 二 任 襄 一 点 己 导 它 们 的 连 线 的 变 
比 (BA4PA4sP4 PP4D) 足 一 个 常数 《与 点 了 在 本 上 的 位 兽 无 次 )， 
如果 三 点 与 给 定 的 四 个 点 中 某 一 个 点 (譬如 4 重合 ， 则 太太， 
444: ,4448 氏 4 处 的 切线 4 好 的 迹 比 (444 AAA4A4a ,Ai ) 
仍 等 本 于 壕 常 类 。 
证 明 易 泪 出 4 4,4s ,A 
是 一 般 伺 加 的 四 个 点 ， 因 此 可 取 
基 诡 为 [4 4a,4s,40， 于 是 刀 
的 方程 为 : 
GazxXIXYa 十 如 23X2X3 十 CI13X1XS = 0, 
《7 了 .4 吕 》 
其 可 ， eaaaas41s 半 0 着 且 Qs + 03+ Gs = 了。 不 失 一 般 性 ， 可 设 
aa = 1 a= — Ks a= -1 Ke0,1, 
于 是 (7.48) 成 为 
XoXs ~— Kxixat+ (Kk — 1)X Xa = 0 《7 .49》 
设 卫 点 众 标 为 CX ,Xz ,Xs)， 则 它们 满足 方 程 67.497、 直 线 P4:， 
了 As,PAs,PA4 的 方程 分 别 为 ， 
XaKXo— xaXg=0, xeXj— XXs=0, ~XaXl+xXe = 0, 
xo — XIX ~ CX XI XT CX ~ Xa) Xs = 0, 
从 而 PA ,PAs ,PA ,PA 的 射影 坐标 分 别 为 ; 
《0 xg, — Xa) ,CXg,0, — KD, 
X10 ,Xs ~ Ka} — Kalxs,0,— KL), 
{Xa FICO xsg， 一 Xe》 十 《xs 一 Ya)KX3 0 — Xi), 


网 7.22 


因此 
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天机 RT fi oR) = 
CPAI,PAs; PAs, PA) = a x / x Pr) .50 


由 {7.49) 可 得 


2 


人 XI Xe — Kay)” 

因此 CPA,PAs PA , PA) =K. 

当 点 了 欧 近 于 如 时 ，(PAh,PAhssPAs,PAD 总 是 等 于 Kk， 而 
市 线 PA, 欧 近 于 切线 44T， 干 是 经 过 到 极 限 就 得 到 

《4 A As, AT) = 不 。 

利用 斯 坦 纳 定理 可 以 证 明 下 这 的 巴 斯 卡 定理 。 

巴 斯 卡 (Paseal) 定理 一 条 非 退 化 二 次 曲线 的 内 搂 六 稻 形 的 
三 对 财 边 的 变 点 一定 共 线 。 . 
好友 ] 可, 盏 ,4 昌 CC . 
在 一 打非 退化 -次 上 昌 线 加 
上 ， 设 48 5A'B 灾 十 PP， 
AC' 与 4'C 突 于 QQ，BC' 与 
号 性 迹 于 下， 岂 忆 ,QG, 及 汪 
线 。 

证 明 设 BC' 与 次 线 图 7 了 .好 
PQ 交 丁 R:， 车 能 证 得 R=R， 则 呈 在 PQ 上 . 

谈 BC 与 4'C 谈 于 日 ,， 没 AC' 与 A'B 挛 于 G。 从 纺 昌 与 
制 线 BC' 来 看 ， 有 

(OQ8,0H;QC’ ,QR) = (8,H,0’ RD， 

从 来 0 与 制 线 BA' 来 看 ， 有 

(QB,QHOC’ ORY = 08,0AQOG ,QPY= (8B,A'G,P), 
用 上 两 式 得 . 

BHO’ ,RD)= 08,A’;G,P). 《7.51) 

再 从 束 丰 与 基线 A’ 来 看 ， 有 
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(CB,AsG, P= CAB, AA' ;AG,APY, {7.52) 
对 于 东 太 和 束 避 ， 用 斯 坦 纳 定 翅 ， 得 
CAB, AA’ ;AG .APY= (CBCA CO CB), (7,53) 
再 从 来 C 和 荐 线 BC' 来 看 ， 有 
(CB CA’ ,CO OB Y= (BC RD) (7.54) 
由 (7 ,49) 一 (7,54) 得 
(BH,O ,RY= (CB,H,C’ ,RY., 


从 而 R=R, 即 尺 在 交 线 PC 上 。 
下 斯 卡 定理 的 对 侦 命 题 是 下 
迹 布 里 昂 香 定理 。 ， 
布 里 昂 香 〈Brianehony 定理 
连 搂 非 渴 化 二 次 曲线 的 外 切 六 近 
形 的 对 顶点 所 成 的 三 条 这 纺 相 交 
于 一 点 ， 


加 了 .234 


习 题 7.6 


1。 在 射影 竺 面 上 给 了 五 个 虑 , 求 由 它们 所 确定 的 二 次 曲线 ， 
ACl,—1,0),8C2,0,~1) ,C0,2,—1), 
DO ,d,— 2) ,8B(2,3,—2), 
2.。 求 通 过 点 AC1,0.1),B800,1,1) ,C00, 一 1,1)， 大 百 灸 宣 
线 有 :X11 一 Xa= 0 和 直线，Xs 一 Xs=0 为 切线 的 二 或 曲线 。 
3。 求 点 P(i,2,1) 关 于 二 次 基线 再 ， 
XI XE DINe — XXg = 0 
4。 证 明 ， 不 在 二 次 曲线 六 上 的 每 个 无 穷 远 点 的 饭 线 是 共 较 
于 此 泡 穷 远 点 所 对 应 的 方向 的 相 秩 ，。 
5。 证 明 ， 非 温 化 二 天 此 线 8 的 中 心 ( 若 有 的 话 ) 的 极 线 是 元 
穷 远 站 线 。 
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6。 还 明 ， 强 明 线 上 的 琅 穷 远 点 的 极 线 是 它 的 渐 近 线 ， 从 而 
汉 和 曲线 土 无 女 远 点 处 的 团 线 是 渐 江 线 . 

7. 证 明 :， 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 的 了 线 足 无穷 远 直 线 ， 有 从 而 
无 穷 远 直线 是 撼 物 线 的 切线 。 

8。 证 明 ， 画 雏 划 线 ( 即 椭圆， 汉 眼 线 和 捧 物 线 ， 以 下 同 ) 焦 
点 的 极 线 是 淮 线 ， 

9. 从 加 锥 曲线 外 一 点 了 作 图 锥 大 线 的 切线 的 方 灶 为 ， 从 PP 
作 任 意 两 条 直线 工 , 声 ,使 得 五 与 回 锥 曲线 迹 于 全 ,Hj， 连 半 291， 
用 :万 壕 人 GGo， 它 与 日 :FH 奕 于 上 连 卫 Ga， 它 与 再 Cl 变 于 
B， 连 及 B， 它 与 上 ,Ls 分别 交 于 Q1,82， 它 与 略 锥 曲线 交 于 人);， 
Co。 连 PC,, PC， 它们 就 是 从 了 所 引 的 贺 铂 曲线 的 两 条 切线 说 
及 这 种 作 社 的 理由 。 


加 7 了 .25 一 

*l0。 怎样 用 赴 尺 作 坟 加 多 曲 线 上 给 定点 的 切线 ? 
*]3 ，。 对 于 非 浪 化 二 次 基线 互 ， 给 了 -一 个 记 极 蜡 射 r， 它 把 
点 Ptexi ,XosXg) 对 应 于 点 也 的 极 线 Lolty, Ca is), 二? 的 公式 为 


£) 2 0 1x 
= | 0 了 je ' 
Es ~ 1 分 


《1) 求 直 线 工 : x 十 Xa+ Xa 三 个 的 极点 $ 
《2)》 求 自 共 罗 点 的 辑 迹 〔〈 一 个 点 卫 的 级 线 车 通过 王 ， 则 称 卫 
是 关于 硒 的 自 共 罗 点 ， 易 知 ， 非 退化 二 式 遇 线 太 的 自 共 辆 点 的 罗 
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0101004 
迹 就 是 二 芒 曲 线 召 本身)。 

*12。 如 果 一 个 完备 四 点 形 内 接 于 一 条 二 次 曲线 起 ， 那 本 筷 
移 三 对 对 边 和 的 奕 点 形成 一 个 自 配 极 三 角形 ， 

*13。 证 明 ， 射 影 焉 面 上任 给 一 盘 位 置 的 五 个 点 《 即 其 中 任 
意 三 点 不 花 钱 y)， 有 且 下 有 一 -条 卫 式 邮 线 泛 过 它 人 的 . 


